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AVERTISSEMENT 

DE LA DEUXIÈME ÉDITION. 

La publication de ce deuxième volume de la Mécanique analytique a 

éprouvé un retard dont nous allons exposer les principaux motifs. M. La. 

grange en avait déjà fait imprimer les premières feuilles, lorsque la mort 

l’enleva aux sciences. M. Prony se chargea de suivre l’édition de ce volume, 

et fut aidé dans la révision des épreuves par M. Garnier, professeur à l’École 

royale militaire. Le manuscrit des sections VIT et VIII se trouva fort en 

ordre (*); mais, étant arrivé à la section IX, on reconnut que cette partie était 

incomplète, et que le premier paragraphe seul en était achevé. M. J. Binet 

fut invité à faire, avec MM. Prony et Lacroix, les recherches nécessaires 

dans les papiers de M. Lagrange, pour compléter, s’il était possible, les 

matières qui devaient entrer dans cette section. Leurs recherches fournirent 

la conviction que notre illustre Auteur n'avait fait que préparer cette partie, 

et que rien d’entièrement achevé n'avait été égaré. 

De nombreuses occupations ayant détourné M. Prony des soins de l’im- 

pression qui, dans la section IX en particulier, exigeait une grande attention, 

(*) Il est permis de croire, au contraire, que Lagrange, s’il eût vécu plus longtemps, aurait 

presque entièrement changé la section VIII qui, évidemment, n’a pas été écrite avec le même soin 

que le reste de l’ouvrage. Les erreurs de calcul y sont telles, qu’il est absolument impossible de les 

corriger sans altérer le texte, et que nous avons dû les reproduire dans cette édition. (7. Bertrand.) 
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pour coordonner les matières et les notations de l’ancienne édition, avec ce 

qui était imprimé de la nouvelle, M. J. Binet a bien voulu se charger de 

ce travail, souvent pénible. On a profité de toutes les notes marginales ren- 

contrées sur l’exemplaire de M. Lagrange, et écrites de sa main. N'ayant pu 

renfermer dans le texte quelques matières relatives au mouvement de rota- 

tion, trop peu complètes pour former un paragraphe, on les a réunies dans 

une Note à la fin du volume. 

Une autre Note a été formée d’une remarque également trouvée parmi 

les manuscrits ; elle se rapporte au problème de la détermination de l'orbite 

des comètes, problème traité dans le $ IIT de la section VIE. 
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SECONDE PARTIE. 

LA DYNAMIQUE. 

rem 

SEPTIÈME SECTION. 
SUR LE MOUVEMENT D'UN SYSTÈME DE CORPS LIBRES, REGARDÉS COMME DES 

POINTS, ET ANIMÉS PAR DES FORCES D ATTRACTION. 

On peut ranger en trois classes tous les systèmes de corps qui agissent 

les uns sur les autres, et dont on peut déterminer le mouvement par les lois 

de la Mécanique; car leur action mutuelle ne peut s'exercer que de trois 

manières différentes qui nous soient connues : ou par des forces d'attraction, 

lorsque les corps sont isolés, ou par des liens qui les unissent, où enfin par 

la collision immédiate. Notre système planétaire appartient à la première 

classe, et par cette raison les problèmes qui s’y rapportent doivent tenir le 

premier rang parmi tous les problèmes de la Dynamique. Nous allons en 

faire l’objet de cette Section. 

Quoique dans les systèmes de cette classe, où les corps sont supposés se 

mouvoir librement, il soit très-facile de trouver les équations de leur mou- 

vement, puisqu'il ne s’agit que de réduire toutes les forces à trois directions 

perpendiculaires entre elles, et d’égaler, par le principe des forces accéléra- 

trices, la force suivant chacune de ces directions, à l'élément de la vitesse 

relative à la même direction, divisé par l'élément du temps; néanmoins, 

l'usage des formules données dans la sect. IV est toujours préférable, parce 

Mec, anal. I, à 
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3 ES 2 L < ris a Ë - qu'elles fournissent directement, et sans aucune décomposition préalable de 

forces, les équations différentielles les plus simples, quelles que soient les 

coordonnées qu’on emploie pour déterminer la position des corps, même 

lorsque les corps, au lieu d’être tout à fait libres, sont contraints de se mou- 

voir sur des surfaces ou des lignes données. 

Nous commencerons par rappeler les formules dont nous ferons usage. 

4. Soient m,m',m,ete., les masses des différents corps regardés comme 

des points, x, y, z les coordonnées rectangles du corps m, x”, y”, z' celles 

du corps 7#', et ainsi de suite, ces coordonnées étant toutes rapportées aux 

mêmes axes fixes dans l’espace. On fera 

js dx? + dy° + dz° AR sd dr" 
Ï I ——— —  _—— TR ee mi 

2 di? a di? 

Et si à la place des coordonnées rectangles x, y, z, on veut employer d’autres 

coordonnées quelconques £, 1, €, il n’y aura qu’à substituer les valeurs de 

L,Y, 2 en £,n, C dans la formule dx° + dy* + dz°; de même, on substi- 

tuera dans dx”? + dy"°+ dz° les valeurs de x”, y’, z' en £", n, €”, si l’on 

veut transformer les coordonnées rectangles x”, y”, z", en £’, n°, (”, et ainsi 

de suite. De cette manière, la quantité 'T deviendra une fonction des variables 

E,n, (, E',n, (”,etc., et de leurs différences premières. 

Soient maintenant R, Q, P, etc., les forces avec lesquelles chaque point 

de la masse m tend vers des centres fixes ou non, dont les distances soient 

r, Q, p, etc., lesquelles étant données en x, y, z deviendront aussi des 

fonctions de £, n, [; on fera 

ON = Rèr + Qdg + Pôp + ..., 

soit que ÔII soit une différentielle complète ou non; et dénotant par les 

mêmes lettres marquées d’un trait, de deux traits, etc., les quantités ana- 

logues relatives aux corps n°, m”, etc., on fera de plus 

OV — mÔI + m'ÔIL + m’êI + .... 

Si, outre ces forces dirigées vers des centres donnés, il y avait des forces 

d'attraction mutuelle entre toutes les molécules des corps m et m', en nom- 

mant r la distance de ces corps regardés comme des points, et R la force 
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d'attraction dépendante de la distance ou non, il faudrait ajouter à 0 V le 

terme mm RÔr, et ainsi pour tous les autres corps qui s'attireraient mutuel- 

lement. 

Or, les corps étant supposés libres, les coordonnées qui déterminent leur 

position dans l’espace sont indépendantes, et chacune d'elles, comme £, 

donnera une équation de la forme 

OT OT OV 

FE HT 
2. Lorsque les quantités ÔIT, Ô1F", ete., sont des différentielles complètes, 

ce qui a toujours lieu dans le cas où les forces sont proportionnelles à des 

fonctions quelconques de leurs distances aux centres d'attraction, lequel est 

celui de la nature, il sera plus simple de prendre d’abord les intégrales TT, 

il’, etc., lesquelles seront 

n=/fRadr +/fQdg + fPdp +... 
W'= fR'ar" + fQ'dq' + [P'dp + ns 

et la quantité V deviendra 

V = mI + IT + m7 + ..., 

laquelle étant réduite en fonction des variables £, n, (, €” n°, ete., il sera 

7 , , . : 7 « 4 : ? . À V OV 

aisé d'en déduire par la différentiation les différences partielles =; Tr” ete. 
Le) 

Dans ce cas, si les fonctions T et V ne renferment point le temps fini £, on 

aura toujours l'intégrale 

PV ht 

Ï étant une constante arbitraire, laquelle renferme le principe des forces 

vives. 

CHAPITRE PREMIER. 

DU MOUVEMENT D'UN CORPS REGARDÉ COMME UN POINT ET ATTIRÉ, VERS UN CENTRE FIXE, 

PAR DES FORCES PROPORTIONNELLES À UNE FONCTION DE LA DISTANCE, ET EN PARTICULIER 

DU MOUVEMENT DES PLANÈTES ET DES COMÈTES AUTOUR DU SOLEIL. 

8. Lorsqu'on ne considère que le mouvement d’un corps isolé, on peut 

1, 
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supposer sa masse m égale à l'unité, et l’on aura simplement 

[ — HR RS A ee Se “ 9 V — IT, 
2 dt 

OV — Rôr + Q5g + Pôp + .... 

Dans ce cas, quelles que soient les trois coordonnées qui déterminent le lieu 

du corps dans l’espace, comme elles sont indépendantes, elles donneront 

trois équations différentielles de la forme 

ne OR ON 
ÉCART 

auxquelles on pourra joindre l'équation du premier ordre 

TrErVe H, 

qui tiendra lieu de l’une d’entre elles. 

Si le mouvement se faisait dans un milieu résistant, en désignant la résis- 

tance par R, il n’y aurait qu’à ajouter à la valeur de 5 V les termes (sect. fl, 

art. &) 
dx dy de S\. 

mais l'équation LT + V = H n'aurait plus heu. 

4. Supposons que le corps m soit attiré vers un centre fixe par une 

force R fonction de la distance r du corps au centre, on aura simplement 

Ve KRCOr. 

Prenons la distance r pour l’une des coordonnées du corps, et prenons, 

pour les deux autres, l’angle À que le rayon vecteur r fait avec le plan des x 

et y, et l'angle @ que la projection de r sur ce plan fait avec l’axe des x; en 

plaçant l’origine des coordonnées rectangles x, y, z dans le centre des 

rayons 7, de manière que l’on ait 

r = a+ y + 2, 

on trouve facilement 

x — rcosdcos®, y —rcosdsme, z—rsind, 
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et de là 

r° (cosd° do? + dd?) + dr? _… 
ie Rs V—/fRar. 

On aura donc ces trois équations différentielles relatives à r, 4, ©, 

GT. 27 av 
Sade. dr gr 
QU, : 0 1 2 
dd 
LILAS LEE 
dd UT 7 

d 0, 

d LE 

d 

lesquelles deviennent 

dr r{cos do + di”) 
DC die a nie 

r° d r° sinŸ cosŸ de? 

de 4 La Fe LE = se 

r°cos Ydo 

c D 

et l'équation Ÿ + V — H donnera tout de suite cette première intégrale, 

r* (cos”ddo® + dd?) + dr° 

dt? 
+ 2 fRdr — 2 H, 

dans laquelle H est une constante arbitraire. 

5. La dernière des trois équations différentielles est intégrable d’elle- 

même ; son intégrale est 

r? cos d do 7, 

dt ne 

C étant une constante arbitraire ; et la seconde devient intégrable en y sub- 

EE e do € se : — 
stituant pour — sa valeur co tirée de celle-ci, et en la multipliant par 

2r° dA\}; intégrale est 
| r' di? C2 Ég 

dé cos’ 4 E”, 

À étant une nouvelle constante arbitraire. 
, ; . Lu ° 7? S dy Je remarque d’abord sur cette intégrale que, si l’on suppose que et 7 
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soient nuls à la fois dans un instant, ils seront toujours nécessairement nuls ; 

d Là ; 
car, en faisant pour un instant | — o et e — 0, la dernière équation donne 

C°— F?, et elle devient, par la substitution de C? au lieu de E?, 

r* dd? 

ee + C'tang*d — 0, 

laquelle ne peut avoir heu qu’en faisant 

dd 
TH = 0: 

La supposition dont 1l s’agit revient à faire en sorte que le corps se meuve 

dans un instant dans le plan des x et y, ce qui est toujours possible, puisque 

la position de ce plan est arbitraire ; alors le corps continuera de se mouvoir 

dans le même plan, et décrira nécessairement une orbite plane, c’est-à-dire 

une ligne à simple courbure. C’est ce qu'on peut aussi démontrer directe- 

ment par l’intégration de la même équation. 

l—o et 

Car, en y substituant pour dé sa valeur tirée de la première intégrale, elle 

devient 
(°° di? €? ee 

cos“ d do? cos” 4 

| dy | 
Soit, lorsque À — 0, D — tang 4, On aura 

(° 

9 
COS” £ 

E— C° + C?tang”: — h 

et la dernière équation se changera en 

dd? nai D sé _. 

cost bdg cos og — tang”®c — tang” 4, 

d’où l’on tire 
| d 

do 4 
cos? ÿ Vtang’i — tang’d” 

équation séparée dont l'intégrale est 

ns tang 
g — h — angle {sin — - ang Ÿ ; 

tangt , 

ou bien | 

tang 4] — tangisim(o —h), 

h étant la valeur de © lorsque À — 0. 
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Cette équation fait voir que @ — À et +j sont les deux côtés d’un triangle 

sphérique rectangle dans lequel z est l’angle opposé au côté +. Aïnsi, puis- 

que l’are @ — h est pris sur le plan des +, y, et que l'arc 4 est toujours per- 

pendiculaire à ce même plan, il s'ensuit que l'arc qui joint ces deux-c1, et qui 

forme l’hypoténuse du triangle, fera avec la base ® — A l'angle constant :; 

par conséquent, cet arc passera par les extrémités de tous les arcs 4, et tous 

les rayons r se trouveront dans le plan du même are, lequel sera aïnsi le plan 

de l'orbite du corps, dont l’inclinaison sur le plan des x et y sera l'angle 

constant £, et dont l'intersection avec ce même plan fera avec l’axe des x 

l'angle A. | 

Si, pour fixer les idées, on prend le plan des x et y pour l’écliptique, 

o sera la longitude sur l’écliptique, 4 la latitude, À la longitude du nœud de 

l'orbite, et : son inclinaison. 

6. Prenons maintenant l'intégrale 

à 2 È : tr? É à (cos ee ) + ds se 2 [Rdr — 9, H; 

en y substituant pour d'A sa valeur en do trouvée ci-dessus, elle devient 

F° cos* Y do? dr? _ 4e LP + a fRdr = 2H, 
cos’1 dt? 

laquelle doit être combinée avec l’autre intégrale 

r° cos do se 

dt D 

: 7e ae LCA É , ù à LE Si on y substitue la valeur de do tirée de celle-ci, et qu'on fasse —=— = D, 

on aura l'équation 

dr° D° 
pre —- RE —- 2 | R dr sen 2H, 

d'où l’on tire 

htm M me 
Van—opra 

1” 

Er. intécrant cette équation. on aura l'expression de ét en r. et réciproque- 5 q 9 ) proq 

ment celle de r en f. 
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7. On aura ensuite @ par l'équation 

DL D cosidt 
® ET r? cos” Ÿ 9 

or, comme le plan des angles ® est arbitraire, si on le fait coïncider avec le 

plan de l'orbite, en faisant : — o, on aura aussi 4 — o (art. 5), par consé- 
D dt | 

quent de — —;) et, dans ce cas, l'angle d@ sera celui que le rayon r décrit 

dans le plan de l'orbite. Donc, si l’on désigne en général eet angle par d®, 

on aura | 

7e 

et substituant la valeur de dt en dr, 

che 
do? —— se 

. -+0): 
‘2 /2H— 2 f R dr — RE 

équation dont l’intégrale donnera la valeur de ® en r, et réciproquement 

celle de r en ®. 

Ensuite on aura @ en ® par l'équation 

| dd 
dh — cosv'ag 

COS Z 

laquelle, en substituant pour cos 4 sa valeur tirée de l'équation 

tang N — tangisin(g — h) 

trouvée plus haut, devient 

NÉ le) 

(g — 
D — è ES ES 
ae cos i|1—+ tang” z sin° (o — h) | cos” : + tang 

do cos id. tang (@ 
2 

= 

d’où l’on tire par l'intégration 

D + & — angle! tang = PERL, 
COS 

k étant une constante arbitraire: et de là 

tang (@ — }) — cos z tang (D +), 
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équation qui indique que ® + À est l'hypoténuse du même triangle sphé- 

rique rectangle dont la base est @ — }, et l'angle adjacent : (art. 5), et dont 

le côté opposé à & est A. 

On voit par là que ® + # est l'angle décrit par le rayon r dans le plan de 

l'orbite, et dont l’origine est à la ligne d’intersection de ce plan avec celui 

des x, y; que @ — h est l'angle décrit par la projection de ce rayon sur le 

mème plan, et que & est l’inélinaison du plan de l’orbite sur le plan fixe des 

RE 

3. Le problème est donc résolu, puisqu'il ne dépend plus que de lin- 

tégration des deux équations séparées entre £, ® et r; les six constantes 

arbitraires nécessaires pour l'intégration complète des trois équations dif- 

férentielles en r, ® et 4 seront z, , D, H, et les deux que l'intégration 

introduira dans les valeurs de ft et de ©. 

Dans la solution que nous venons de donner, nous avons pris pour coor- 

données le rayon vecteur avec les deux angles de longitude et de latitude, 

pour nous conformer à l’usage des astronomes ; aussi cette solution a-t-elle 

l'avantage d'offrir directement la plupart des théorèmes que l’on ne trouve 

ordinairement que par la ‘Frigonométrie sphérique. Mais, en l’envisageant 

du côté analytique, elle est moins simple que si l'on avait conservé les coor- 

données rectangles primitives ; c’est ce qu’il est bon de faire voir, d'autant 

qu'il en résultera de nouvelles formules qui pourront être utiles par la suite. 

8. En prenant «, y, z pour les trois variables indépendantes, les formules 

sénérales de l’art. 3 donnent tout de suite les trois équations différentielles 

d? x Ÿ 

“7 NES R= FE 

d? 

a + RE=o, 
d? z Z 

di Re — LE 

et l'équation intégrale 

dx? + dy° + dz° 

2 dt? 

En chassant R des trois équations différentielles, on à immédiatement 

Méc. anal. XI. 2 
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trois équations intégrables et dont les intégrales sont 

xdy —ydx 

dt 0 

z dx — x dz 

dt = b, 

y dz — zdy 

dt Feu 

Ü, B, À étant des constantes arbitraires dont la première est la même que 
1 as T° cos do . | ; Le 5 

celle de l'équation — 3," = C de Part. à, parce qu’en effet celle-ci n’est 

j: ; , , x dy — ydx Re 
qu une transformée de l'équation I — C par la substitution des 

valeurs de #, y, z de l'art. 4. 

Ces trois intégrales répondent à celles que nous avons données pour un 

système de corps, dans l’art. 9 de la sect. ITT, d'où nous aurions pu les 

emprunter. 

10. En ajoutant ensemble les carrés des trois dernières équations, et 

employant cette réduction connue 

(xdy — y dx) + (zdx — xdz) + (y dz — zdy) 

= (+ y + 2) (da + dy* + de) — (xdx + y dy + zdz)’, 

on à l'équation 

.2 2 ; o CE D r° (dx + dy re J LRU EE EDP 

laquelle, en ÿ substituant pour dx° + dy? + dz* sa valeur tirée de la pre- 

mière intégrale, et faisant, pour abréger, 

A+ B°+ C— D”, 

donne 

>r*(H— fRdr) — 2 =D’, 

d’où l’on tire tout de suite 

dt + 

comme dans l’art. 6. 
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Les mêmes équations étant ajoutées ensemble, après avoir multiplié la 

première par z, la deuxième par y et la troisième par x, donnent celle-ci, 

Cz + By + Ax—o, 

laquelle est à un plan passant par l’origme des coordonnées, et fait voir que 

l'orbite décrite par le corps est une courbe plane décrite autour du centre 

des forces. 

44. Nommons £, » les coordonnées rectangles de cette courbe, l'axe des £ 

étant pris dans la ligne d’intersection du plan de la courbe avec celui des 

x, y; nommons de plus, comme dans l’art. 5, 1 l'angle formé par ces deux 

plans, et À l’angie que la même ligne d’intersection fait avec l’axe des æ, ces 

deux quantités & et À seront constantes, et, par les formules connues de la 

transformation des coordonnées, on aura 

x = £ cos h — ncosc sin A, 

y —= Esinh + ncoszcosh, 

Z — SIN. 

Ces valeurs étant substituées dans les mêmes équations, donneront celles-ci, 

tdn— nd; . 

dt 

AE EM in 5 cos h — B, 
dt 

Edn—ndË 
= sin L sin h ere Â. 

dt 

Ajoutant leurs carrés ensemble, et extrayant ensuite la racine, on à 

-—= D (art. 6); 

de sorte que les valeurs des constantes À, B, C seront 

C— Deost, B——Dsinscosh, A — Dsincsin/. 

Or, désignant par ® + k, comme dans l’art. 7, l'angle que le rayon r fait 

avec la ligne d’intersection du plan de l'orbite et du plan fixe des x, y, il est 

2. 
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clair qu'on aur: 

£—rcos(® +k), n—rsm(d +), 

et la dernière des équations précédentes deviendra 

r° db = Dut, 

laquelle donne le théorème connu des secteurs /r*d® proportionnels aux 

temps £. 

Substituant la valeur de di, on aura 

D dr 
dd — a 9 

7° V/2H—2/R& = . 

comme dans l’article cité. 

Ainsi le problème est de nouveau réduit à Fintégration des deux équa- 

tions séparées en é, d et r, que nous avions déjà trouvées ci-dessus (art. 6 

et 7); mais cette intégration dépend de lexpression de la force centrale À 

en fonction du rayon r. | 

12. On voit, par ces équations, que ce rayon sera le plus grand ou le 

lus petit. soit relativement au temps c, soit relativement à l’angle ®, lors- Ë : ) ps £, 9 

qu'il sera déterminé par l'équation 

2 

2H — 2 fRdr — À —o. 
Fr 2 

Supposons qu'en intégrant ces mêmes équations on prenne les intégrales 

en r de leurs seconds membres, de manière qu'elles commencent au point 

où r est un murimum, et que l'angle ® commence aussi à ce point; l'angle # 

sera alors celui que le rayon qui passe par le même point fera avec la ligne 

d’intersection de l'orbite avec le plan fixe (art. 7) ; et cette constante #, jointe 

à celle que l'intégration peut ajouter à £, et aux constantes À, B, C, H, où 

D, 2, k, H, complétera le nombre des six constantes arbitraires que l'inté- 

sration des trois équations différentielles en +, y, z et & doit donner. 

4%. Si maintenant on fait 

X —rcos®, Ÿ —rcos®, 

il est clair que X et V seront les coordonnées rectangles de la courbe, pla- 
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cées dans son plan, et ayant la même origine que le rayon r, les abscisses X 

étant dirigées vers le point où r est un müinimum; et si l’on substitue ces 

quantités dans les expressions de £ et n de l’art: À#, on aura 

&= X cosk — Y sin, n— Ÿ cosk + X sin#. 

Substituons ces valeurs dans celles de x, y, z du même article, et faisons, 

pour abréger, 

cos 4 cos h — sin À sin h cos, | 

À — sin À cos À — cos # sin A cos, 

= cos # sin h + sin # cos # cos c, 

| .— — sin # sin À + cos £ cos À cos 1, 

| | , —= sin À sinc, 

8, — cos À sin z, 

on aura 

t—aX + BY —r(acos® + Bsind), 

y=aX+$,YŸ —r(a, cos bd +8, sind), 

z—a,X + $B,Ÿ —r(a,cosb + B,sinoD), 

expressions qui ont cet avantage, que les quantités dépendantes du mouve- 

ment dans l’orbite sont séparées des quantités qui dépendent uniquement de 

la position de l'orbite, relativement au plan fixe des æ, y. 

Ces expressions de x, y, z sont conformes à la théorie générale exposée 

dans la sect. ÎT, art. 40, et l’on aurait pu les en déduire immédiatement. 

En eflet, en considérant tout de suite le mouvement dans l'orbite, on a les 

coordonnées X, Ÿ, la troisième Z étant nulle, lesquelles ne renfermant que 

trois constantes arbitraires, peuvent être regardées comme des valeurs par 

ticulières des coordonnées générales x, y, z; ensuite on aura celles-ci, par 

le moyen des coefficients «, 8, «,, ete., qui renferment les trois autres 

constantes. | 

14. Si, au lieu de considérer le mouvement dans l'orbite propre du corps, 

on rapportait ce mouvement à un plan quelconque, par les trois coordonnées 

X, V, Z, lesquelles ne continssent aussi que trois constantes arbitraires, on 
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aurait alors par la même théorie les expressions générales 

x= aX ee BY —- y 2, 

La a, X + 6, Ÿ + y,2, 

As a, X = BY —+- V.L 

et comme on a trouvé dans l’art. 10 de la sect. ITT, 

7 — af des Bit, V1 —= Pa, — af,, Ya = af, — Éa,, 

Où aurait 
y =smAsme, 7y,——coshsins, ‘y, — cos. 

Ces valeurs de «, G, y, «,, etc., renfermant les trois arbitraires k, #, 2, 

satisfont d’une manière générale aux six équations de condition données 

dans l’art. 40 de la sect. IT de la Ï" partie, 

D. + 2 2 752 2 ose 2 2 eue 

Ha +a, lt, Harpe ls PS Vite — hd 

aB+a.l,+af.0, ay+a.y,+a7:. =0, y +B,y, +7: 0. 

Après avoir donné les formules générales pour le mouvement d’un corps 

attiré vers un point fixe, 1l ne reste qu'à les appliquer au mouvement des 

planètes et des comètes ; c’est l’objet des paragraphes suivants. 

S 1 — Du mouvement des planètes et des comètes autour du soteïi 

supposé fixe. 

15. Dans le système du monde, la force attractive étant en raison inverse 

du carré des distances, on fera R — &, g étant la force attractive d’une pla- 

nète vers le soleil, à la distance — 1, ce qui donnera fRdr — — S. 

Substituant cette valeur dans l’équation entre ® et r (art. A4), on voit que 

la quantité sous le signe devient 
| D° 

2 H —- — user À 
7 

laquelle peut se mettre sous la forme 

a D 2 mp5)" +4 

alors le second membre de l’équation exprimera la différentielle de l'angle 
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ayant pour cosinus la quantité 

de sorte qu’intégrant, ajoutant à ® la constante arbitraire K, et passant des 

arcs à leurs cosinus, on aura 

82 1/2H+ Écos(9+K). 
aies 

On voit que la plus petite valeur de 7 aura lieu lorsque l'angle ® + K 

est nul; de sorte que, comme nous avons supposé (art. 42) que l'angle 4 

commence au point qui répond au minimum de r, on aura K — 0. 

Donc, en faisant, pour abréger, 

D° V:-  2HD* 
ne. E — DA 

on aura 
—_ b 

1e cos D 

équation polaire d’une section conique dont b est le paramètre, e l'excen- 

tricité, c’est-à-dire le rapport de la distance des foyers au grand axe, r le 

rayon vecteur partant d’un des foyers, et ® l'angle qu'il fait avec la partie 

du grand axe qui répond au sommet le plus proche de ce foyer. 
L] f b 

La plus grande et la plus petite valeur de r étant et , leur 
LC Ce 

À b . + 
demi-somme sera x; C'est la distance moyenne que nous désignerons 

par a, de sorte qu’on aura 

b—= a(1 — e), 

et si l’on substitue ici pour b et e leurs valeurs en D et H, on aura 

d'où l’on voit que la constante H doit être négative pour que l'orbite soit 

elliptique; si elle était nulle, l’axe 2a serait infini, et l’orbite deviendrait 
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parabolique ; mais si elle était positive, l'axe 2 a serait négatif (”), et l'orbite 

serait hyperbolique. Dans le premier cas, la valeur de l’excentricité e sera 

moindre que l'unité; elle sera — 1 dans le deuxième cas, et > 1 dans le 

troisième. 

il y a encore une autre hypothèse d'attraction qui donne aussi une orbite 

elliptique, c'est l'attraction en raison directe des distances ; mais comme elle 

n’est point applicable aux planètes, nous ne nous y arrêterons pas ici. On 

peut voir les Principes de Newton et les ouvrages où l’on a traduit ses 

théories en Analyse. 

16. Revenons mamtenant à l'équation qui donne ÿ en r (art. 40), et sub- 

stituons-y 2% 4 la place de fRdr, gb — ga(r — e°) à la place de D”, et 
y 

> la place de 2H; elle deviendra 

à] 4 

memes 
sms Re © 

em 

4 4 

tee ?' 
Faisons 1 — - — e cos ô, ce qui donne 

r— a(i —e cos), 
on aura 

dt — V= (1 — e cos Ü) db, 

et intécrant avec une constante arbitraire c 8 : 

b— c— de phnn) 
œ 
O 

Cette équation donnera 6 en ft, et comme on a r en 6, on aura, par la substi- 

tution, r en t. 

Si l’on fait la même substitution dans l’équation entre ® et r de l'art. #4, 

on aura celle-ci, 
de Vr —e? 

EN ne. Ve es 
1— e? cos 0 

(*) Lorsque les formules donnent pour 2 a une valeur négative, l’équation d — a {1 — e?) apprend 

_ PACS D te 
que e est plus grand que lunité, car b est positif et égal à — ; c’est pour cette raison que la trajectoire 

| 8 
est une hyperbole. (J, Bertrand.) 



SECONDE PARTIE. — LA DYNAMIQUE. I 
NI 

dont l'intégrale est 

sin 0 Vi — €? 

1 — e cos û 
D — angle (sin — ) + const. 

Mais on peut avoir la valeur de ® en 8 sans une nouvelle intégration, par la 

simple comparaison des valeurs de r, laquelle donne l'équation 

b 
Tec === a(1 — € cosô), 

d’où l’on tire, à cause de b — al1 — e° 
9 9 

Ie LENS a ë. 
1— e cos0 1 — e COsÜ 

et, de là, 

tan mers (= bre 
D à =) 0 9. 

On voit, par ces formules, que lorsque l'angle 8 est augmenté de 360 de- 

grés, le rayon r revient le même, et que l’angle & est aussi augmenté de 

360 degrés. Ainsi la planète revient au même point, après avoir fait une 

révolution entière. Or, l'angle 4 augmentant de 360 degrés, le temps # se 

trouve augmenté de V= — X 300°; c’est le temps que la planète emploie pour 

revenir au même point de son orbite, et qu on nomme le temps périodique. 

Ainsi ce temps ne dépend que du grand axe 24, et il est le même que si la 

planète décrivait un. cercle ayant pour rayon la distance moyenne a. Dans ce 

cas, on aurait 
A 

CO, t—c— 6 a et Û — d;: 

ainsi le temps serait proportionnel aux angles parcourus. Et si l’on suppose 

g — 1, et qu on prenne la distance moyenne a de la terre pour l’unité des 

distances, les temps seront représentés par les angles mêmes que la terre 

décrirait si elle se mouvait dans un cercle dont la distance moyenne serait le 

rayon, avec une vitesse égale à l’unité. Le mouvement, dans ce cercle, est 

celui que les astronomes appellent mouvement moyen de la terre ou du soleil, 

et auquel ils rapportent communément les mouvements des autres planètes. 

47. Lorsque l'orbite est hyperbolique, le grand axe a devient négatif, 

et l'angle Ÿ imaginaire. Pour appliquer les formules précédentes à ce cas, 

Méc. anal, I. si 
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faisons 
() 

a —= — À et 0 — —— , 
V1 

on aura par les formules connues, z étant le nombre dont le logarithme hyper- 

bolique est 1, 
1 Disc L 9 59 CSS ( 

sin À =— 7" —, cos À — ) 
D) V1 2 

et les équations de l’article précédent deviendront 

A5 Are 9 Eee (8e : 
ea 2 

P 46 10 
tang — — ve HR RE 

a < sl AR 

e —- I 150 D; :0 

a cause de e > 1. 

18. L’équation r(1 + e cos®) — D, trouvée dans l'art. 45, donne, en 

substituant X pour r cos ® (art. #5), 

; b—7r a(i—e)—7r 
ne 
—— 

E € 

Substituant pour r sa valeur en Û, a(i — e cosé), on aura 

X — a(cosô — e), 

et comme Ÿ — V r?— X?, on trouvera 

Y — ay/1 — e sinb, 

expressions fort simples qu’on pourra substituer dans les expressions géné- 

rales de x, y, z du même article. 

Ainsi il ne s'agira plus que de substituer la valeur de Ü en #, tirée de l'é- 

quation donnée dans l’art. 46, pour avoir les trois coordonnées en fonction 

du temps. 

19. L’angle 8, que nous venons d'introduire à la place de f, est ce qu'on 

appelle en astronomie anomalie excentrique, et qui répond à l’anomale 

œ . | ; : ï, | 
moyenne (t —— c +_ et à l'anomalie vraie bd: mais les astronomes ont cou- 

a? 9 

tume de compter ces angles depuis le sommet de l’ellipse le plus éloigné du 
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foyer où le soleil est supposé placé, et qu’on nomme aphéle ou apside supé- 

rieure, au lieu que, dans les formules précédentes, ils sont supposés comptés 

depuis le sommet le plus proche du même foyer, qu'on nomme périhélie ou 

apside inférieure. Pour les rapporter à l’aphélie, il n’y aurait qu'à y ajouter 

l'angle de 180 degrés, ou, ce qui revient au même, changer le signe de la 

quantité e; mais, en prenant l’origine des anomalies au périhélie, on a l’avan- 

tage d’avoir des formules également applicables aux planètes, dont l’excen- 

tricité est assez petite, et aux comètes, dont l’excentricité est presque égale 

à l'unité, leur grand axe étant très-grand, tandis que le paramètre conserve 

une valeur finie. 

20. 11 nous reste à déterminer Ü en #, c’est-à-dire l'anomalie excentrique 

par l’anomalie moyenne; e’est le problème connu sous le nom de problème 

de Képler, parce qu'il est le premier qui lait proposé et qui en ait cherché 

la solution. Comme l'équation entre # et Ÿ est transcendante, il est impossible 

d'avoir, en général, la valeur de 8 en & par une expression finie; mais, en 

supposant l’excentricité e fort petite, on peut l'avoir par une série plus ou 

moins convergente. Pour y parvenir de la manière la plus simple, nous 

ferons usage de la formule générale que nous avons démontrée ailleurs (”), 

pour la résolution en série d’une équation quelconque. 

Soit une équation de la forme 

u— 0 — f.6; 

f.? dénotant une fonction quelconque de 8, on aura réciproquement 

2 du 2.3 du” 

à 2 8 L 3 

Ju + f.u + UP _ d'.(fru) ee 4 

En général, si l’on demande la valeur d’une fonction quelconque de £ 

désignée par F.4, on fera 
5 1.5.0 

pris Fra 
| i— dÿ 

et l’on aura 

| L f 2 L/ pA / 

F0—=F.u + fuF'.u + COR EN RSR RE ÈCES ES 
2 du 2.3 du’ 

eme rames, 

+: , : ‘ À , " , . . r , » (”*) Voyezles Mémoires de Berlin, années 1968-60; la Théorie des fonctions, chap. XVI, P° partie, 

et le Traité de Résolution des équations, note 11. (Note de Lagrange.) 

a. 
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21. Pour appliquer cette formule à l'équation de l’art. 46, on fera 

f.0— esint et u=(t—c) VS; 

on aura immédiatement 

d,sin?u , d”.sin°u Le . 2 Î—=u+esnu+e a MO ans ee 

où il n’y aura plus qu’à exécuter les différentiations indiquées ; mais, pour 

avoir des expressions plus simples, il conviendra de développer auparavant 

les puissances des sinus en sinus et cosinus d’angles multiples de &. 

On aura de même 

|  d.(sin*u cos u) , d?.(sin’u cosu) 
sin 0 — sinu + e sin uw cosu + ee = TI He DÉS N Er A SEE UE DE 2 

2 du 2.3 du 

Cos Ÿ — cosu — esin?u — e? RU c° HUE 
codu. _ 2.3 du? TANT A 

sin? u , sin? w 

"cos? u ; cos u Sin uU 
tangÜ — tangu + € ee 

S U 

NPA Le CR 

can 2 du Ai dE dur 0 Lo 

On aura ainsi, par les formules des art. 16 et 47, 

7 2 + 9 3 d.sin°u ” d?.sin'u | 
r = a(i—ecosu + 6 sin u + He ,,., 

| 2 du 2.3 du 

(1— ecosu)"+ ne° sim°u(i — ecosu)" | 

9 F —=«Q 3 A.sin® n—1 ne d.sin*u{i—ecosu + EE | 
2 du 

X — a | cosu — e(1 + sin tu} = ci UE e° Pre 
| 2 du 2.3 du? Sy 

 d.(sin’ucosu) 
SIN 4 —- € SIN 4 COS U —- e°? SR 

Ye /1— 6? — €° 2 du 
+ nos ; d°.(sin d?.(sin°u cosu) " ? 

| 2.3 du MORE | 

/ sin” 

LU Sin’ e? 1 + cos u 
msn i tang = LÉ D BOT eee 

t (Hs) 2 1+ COSu 2 2 du 
ANS — —= 

D 2 Vresé ’ sin ° & 

1+ cos u 
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29. On pourait tirer de là la valeur de l'angle ® par la série qui donne 

l’angle par la tangente, mais on aurait difficilement, de cette manière, une 

série dont on püt connaître la loi. Pour obtenir une telle série, il faudra tirer 

d’abord la valeur de l’angle ® de l'équation 

ce qu’on peut faire d’une manière élégante, en employant les exponentielles 

imaginaires. On aura ainsi cette transformée, en prenant z pour le nombre 

dont le logarithme hyperbolique est l'unité, 

b — D 0 y— 0 }— UEr — =ÿ—1 — Vi 
2 .2 2 

2 — 1 1-+ CI — 1 
— — ZT — 9 

D — æ I—e ÿ — 0 — Ne — Vi V1 — =ÿ— 
2 + T u + à 

laquelle se réduit à celle-ci, 

D ÿ— 1 a ; V ln ap V 2 

us 4 ARS er : res $ 

der For +1 

A ER 
d’où l’on tire, en faisant (/ - — 6, 

[L—— e 

— CEE 
PV —: (1+e)z V IE 
L SE D CEE 

| OV—1 
(1—c)1 V es tie 

D: tE E —f e 
ou DiIien. en SU osan pres case  ° 

YA y a D 

Ê — FR 
ie De 

pe 

Prenons maintenant les logarithmes des deux membres, on aura, en divisant 
Lea 

par 4/—1, 

D — 0 + Hs oies == (1— Be) = V1 

réduisant les logarithmes du second membre en série, et substituant ensuite, 
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à la place des exponentielles imaginaires, les sinus réels qui y répondent, on 

aura enfin la série (”) 

1 EE? . AL 
b—8+2Esin0 + = sin 29 + sin De 

Il ne s'agira donc plus que de substituer pour 4 sa valeur en w. Si donc on 

fait, pour abréger, 

Ü — cos u + E cos au + E° cos 3u + ..., 

on aura 

a Ke? 
D — u + 2E sin x —- 

| SES 
—sinau + = sin 54 ue cn 

d,(U sin° u) Jp %:(Usin'w) 
te M il 

2 du 2.3 du? RER 
+ 9 e BÜ sinu + 2e°F 

On peut réduire la valeur de U à une forme finie, et l’on trouve 

Lie cosu — E . (1— Vi + E?) cosu — € 

mobs Er 2 (1—ecosu) 

Ces formules ont l'avantage de donner la loi des séries, qui n’était pas connue 

auparavant. 

23. Puisqu'en prenant le plan des x, y pour celui de l’écliptique sup- 

posé fixe, et supposant l'axe des x dirigé vers le premier point d’Aries, 

l'angle ® est ce qu'on appelle la longitude de la planète, l'angle 2 est la lon- 

situde du nœud, langle 4 est la latitude, il est clair que l'angle & + #, 

dont @ — À est la projection sur l’écliptique, sera la longitude dans l'orbite 

comptée du nœud, ou ce qu’on appelle l'argument de la latitude, et l'équa- 

tion (art. 7) 

tang (@ — h) — cosi tang (® + &), 

qui donne l'angle ç par &, pourra, lorsque l’inclinaison est assez petite, se 

résoudre en série par la méthode des exponentielles imaginaires employée 

ci-dessus. ÎT n’y aura qu’à mettre, dans l'expression de & en 9, @ — Ah à la 

(*) Voyez dans les Mémotres de l’Académie de Berlin, de 1976, plusieurs applications de cette 

méthode. (Note de Lagrange.) 
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« ü — ; 
place de —; ® + # à la place de —; et cos z à la place de :, ce qui donnera 

COS — 1 
, ———— 

mms 

; 

———— —= - | — — tang*- 
COS E | 1 8 5 

et l’on aura 

p— h— (D + ) — (tangs) sin 2 (® + À) + , (angs) sin 4 (® ” k) 

se ; (tang =) sin G(D+ A) +... 

L’équation qui donne 4 en ® (art. 5), 

tan À — tang sin(o — h), 

pourrait aussi se résoudre de la même manière, mais il en résulterait une 

série moins élégante. On aurait d’abord l’équation en exponentielles imagt- 

naires, 1 étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est 1, 

VTT ps (gp) Vi 
= e —— | 

a EE EE DE EEE ? es tang 2 : 
L ri 

d’où l’on tirerait 

ne 

tangi[.(p—R)V—r (eh) 
LR £ : | 
DR EE D EEE D RE ver 7 Er 

tang l 
I RE (ons PE 

Fe Ne RER 

22 V—1 
À 

2 

et prenant les logarithmes, 

ne Cp) Cp —R)VTi = Eli | 

,_  tang”z Pr a nil 
3.8 Var 

tant ,(g—n)s (9 -n)V=il 
EU TE EE | l' 

$ 9 À ee + + +6 + ee à 2 © © +% à à ee © à + è + + 9» » ss 9 + »% 

enfin, en développant les puissances des exponentielles imaginaires et y sub- 
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stituant les sinus qui y répondent, on aurait 

tang° 7 | 
3. [sin 3(@—hL) — 3sn(g — h)| 

ee ne: [sin 5 (® — L) — 5sin3 (@— h) +10 sin(o — k)|, 

 — tang c sin (® — h) + 

Ÿ ee + 8 4 4 ee $ à na à 6 + à + 6 6 #% 6 « 6 © %* g + = QG # e 6 © # + + © & 8 9 © 5 à © ss dd e » 

Les séries que nous venons de donner ne sont convergentes qu’à raison de 

la petitesse de l’excentricité e (*) ou de l’inclinaison 5, et ne sont, par consé- 

quent, applicables qu’aux orbites elliptiques peu différentes du cercle et peu 

inclinées, telles que celles des planètes et de leurs satellites, il n’y aurait 

d'exception que pour Pallas, une des quatre nouvelles petites planètes, dont 

l’inchnaison sur l’écliptique est d'environ 34 degrés, ce qui donne pour 
. 2 L ’ ; 2e 

( tang =) une fraction encore assez petite ; de sorte que la série de la valeur 

de ® en ® sera très-convergente, mais la série de + en © le sera beaucoup 

moins. | 

24. Après le cas où l’excentricité e est très-petite, le problème de Képler 

est encore résoluble analytiquement, dans le cas où l'excentricité est peu 

différente de l'unité, et qui est celui des orbites presque paraboliques, comme 

celles des comètes. Dans ce cas, le demi-grand axe a devient très-grand, et 

l’équation de l’art. 45, 

Ê Re ER à 
a Ba | 

L’équation entre f et 4 (art. 46) étant mise sous la forme 

(t — 0) SE — ÿ — esind, 
a” 

(*) Dans les Mémoires de l’Académie des Sciences pour 1823, Laplace a donné la condition néces: 

RES PERS 

saire pour la convergence des séries précédentes. La même question a été traitée depuis par M. Cauchy 

dans les Comptes rendus de l’Académie des Sciences, et dans les Exercices d'Analyse et de Physique 

mathématique de 1841. L'analyse de M. Cauchy a été enfin développée et complétée par M. Puyseux 

dans le Journal de Mathématiques de M. Liouville, tome XIV ; 1849. Foyez une Note à la fin du 

volume. Legendre a donné d’ailleurs, dans les Exercices de Calcul intégral, 5° partie, n° 116, une 

série beaucoup plus convergente pour exprimer +4 en fonction de {y — #). Cette série s'appliquerait 

méme à la planète Pallas. (7. Bertrand.) 
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fait voir que, lorsque a est très-grand, devient très-petit, de sorte qu’on 

> ; cb 0° 
eut développer sin 8 en 4 — = + > —, 

P PRES ô PE AE MAPS NT 

En faisant ces substitutions dans l’équation précédente, on aura 

Ne ee à 0 6 b ch | Ge) VE pete + (+) 
BL? 

aa ses 

où l’on voit que la quantité 0 est de l’ordre de A Si donc on fait 0 — 7 
& € 

3 » L] , I 

et qu on ne pousse l’approximation que lusqu’aux termes de l’ordre -, on q P PP que Jusq | 2° 

aura 

A 
Se) Vs=:60+,50 +2:(59 13° RTS +. 

On trouvera par les mêmes réductions, 

He (baron are (2e pores 6) ax 
7 2 4a\ 2 | ous 

t = - lé de; MF Er TT 3p ? 

el 0 b? I 4) 

» VE | 
ŸY = 58 — ——e". 

Soit T la valeur de © lorsque a — æ , ce qui est le cas de la parabole; 

on a, pour déterminer T'en t, l’équation du troisième degré, 

TH SET —6(1— 0) Ve, 

T=V3(—c) Ve + votre + 7 
laquelle donne 

et si l’on fait 

B2T Fe bT* su L* 

T'— Re 3:4.5 

al, 
Méc. anal, T1 
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on aura 

G—=T+—+..., 

et, de là, 

mt, 
Pa NE Va Un AP) 

2 B? 4 cime f+ rm) 
Y=Tyo+ (EE TE). 

Mais l’irrationnalité de l'expression de T empèchera toujours que ces for- 

mules ne soient d’un grand usage dans le calcul analytique des orbites para- 

boliques ou presque paraboliques. 

25. Il est bon de remarquer, relativement au mouvement parabolique, 

qu'on peut déterminer le temps employé à parcourir un are quelconque de 

la parabole, par une formule assez simple, qui ne renferme que la somme 

des rayons vecteurs qui répondent aux deux extrémités de l’are, et la corde 

qui sous-tend cet arc. 

En faisant a infini et 0 — + VL2 les formules précédentes donnent 

: ; P 
G(é—c) Ve = bVb(3r +5), T = tang —) 

or —=b(1+7T), 2X —b(1—7T), V — br. 

Marquons par un trait les mêmes quantités rapportées à un autre point de 

la parabole; la différence {’ — +, ou le temps employé à parcourir un arc de 

parabole contenu entre deux points donnés, sera exprimé par la formule 

G(& — t) Vg — b Ve (3 + PE pq" + Tr”) (Tr — T). 

Or on a 

PRES à Y — ÿ2 br — b?; 

a CE , VA . , É Î 

et si l’on nomme y Îa corde qui joint les deux extrémités des rayons r et 7”, 
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ON aura 

D (XXE CV VE fr r + (obr BR ob EE}. 

Soit, pour abréger, 

= —(r—r), 

U = ÿ26r — Bb? \/2br —b?, 

équation d’où il s’agit de tirer la valeur de b. 

on aura 

Faisant disparaître les radicaux et ordonnant les termes par rapport à b, 

on à 

[Gr — r)° + 0] — BU* (nr) + © = 0, 

es l’on tire 

_ Urr+ Arr TU) 
à (7 — rÿ + U°] ? 

ou bien, en multipliant le haut et le bas par r'+r — YA4r'r — U”, 

D — 
 o(rir— Varre Ur) 

Maintenant on a 

Vo br — b? 
Hs 

donc 

3 + al U° 

Fr, et  T+r + or — ee DER 

donc 

substituant la valeur de b, cette quantité devient 

Le (+71) + Vérr =] Vo (r + r) — 2 hr — Ur. 

Donc enfin, en remettant pour U? sa valeur, et faisant r + r'= 5, on aura 

(25 + Vs? #2) Vas— 9 Vs — re 
PS LE 

6 Ve 
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expression qui peut se mettre sous la forme suivante, plus simple, 

LA 
2 +) —(s—v) 

FA 

6 Ve 
comme on peut s'en assurer en prenant les carrés. 

Su 

tt — 

26. Cette formule élégante a été donnée d’abord par Euler, dans Île 

septième volume des Miscellanea Berolinensis. On pourrait la déduire du 

lemme X du troisième livre des Principes mathématiques, en traduisant en 

analyse la construction par laquelle Newton détermine la vitesse qui ferait 

parcourir uniformément la corde d’un are de parabole, dans le même temps 

que l’are serait parcouru par une comète, et en observant que dans la para- 

bole la demi-somme des rayons vecteurs qui aboutissent aux extrémités d'un 

are quelconque est toujours égale au rayon vecteur qui aboutit au sommet 

du diamètre mené par le milieu de la corde parallèlement à l’axe, plus à la 

partie de ce diamètre interceptée entre l’arc et la corde ; d’où et du lemme IX 

on tire la valeur de ce dernier rayon, exprimée par la corde et par la somme 

des rayons vecteurs qui répondent à ses deux extrémités. 

On verra plus bas comment on peut étendre la même formule au mouve- 

ment elliptique où hyperbolique (*). 

37. Enfin l'équation entre Ü et { est toujours résoluble par approxima- 

tion, lorsqu'on suppose le temps £ très-petit; on a alors pour 6, et, par con- 

séquent, pour toutes les variables qui en dépendent, des séries ordonnées 

suivant les puissances de #, et qui seront d'autant plus convergentes que la 

valeur de & sera plus petite. Mais, dans ce cas, il est plus simple d’en tirer la 

solution directement des équations différentielles enx,y,zeté de l'art. 9, 

en y faisant R — =. es 
7? 

a a 

(*) La formule relative au temps nécessaire pour parcourir un arc de parabole a été souvent attri- 

buée à Lambert, qui, en effet, y est parvenu en 1761 sans avoir eu connaissance du Mémoire d’Euler 

où elle se trouve démontrée, et qui date cependant de 1744. Lagrange lui-même a partagé longtemps 

l'erreur dont nous parlons, car, dans son premier Mémoire sur la détermination de l'orbite des 

cométes, il dit, à propos de son théorème : « M. Lambert est parvenu à un des théorèmes les plus 

élégants et les plus utiles qui aient été trouvés sur ce sujet, ef qui a en même temps l'avantage de 

s'appliquer aux orbites elliptiques. » Cette phrase a été imprimée en 1980, c’est-à-dire trois années 

avant la mort d’Euler, qui n’a jamais réclamé son droit de priorité. Dans les Mémoires de Berlir 

pour 1771, Lambert cite le même théorème, et s’en attribue la découverte. (J. Bertrand.) 
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in regardant les variables x, y, z comme des fonctions de #, et supposant 

qu'elles deviennent x + x”, y + y", 3 + %', lorsque t devient # + #', on a 

en général, par le théorème connu, 

Ru a a us oi 

à dz ,, d?z 1” d'z 1" 
2 = — + > + .., 

dt dt 9 dt 9,3 

et il ne s'agira que d'y substituer les valeurs des différentielles de æ, y, z, 

déduites des trois équations 

72 12 ? a dx gx dy Pure RS Re 
dé a Fr 4 r° / di? ‘ ; 

auxquelles on pourra joindre, pour simplifier le caleul, l'équation en r de 

l'art. 46, 
r°? dr? 

2 Hr° + 2gr — nn 0 

jaquelle, étant différentiée et divisée par 2r dr, donne 

œ d.rdr 
2H =: — —; = O, 

ss bte , ie STE rar 
d’où, en différentiant de nouveau et faisant, pour abréger, s — re ON 4 

celle-cr, 

laquelle est tout à fait semblable aux précédentes. 

On aura ainsi, par des différentiations et des substitutions successives, 

dx gx dx 3gs g dx 
A à 13 ? dE 40 r° dt” 

En [38 ds AU D 2.3gs dx 

dé \r dt _r T7 r dt 

dx _[ 3.3.5g sds 3.5.7gs° 3 E:) = ste che Te, 
5.88 ds 3.3.0gs° g* \ dx 

RON PSR NE F1 r6 ) dt 

et ainsi de suite. 
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On aura de pareilles expressions pour les différentielles de y et z, en chan- 

seant seulement x en y et z. | 

28. On fera donc ces substitutions, et comme les quantités x, y, z et 

leurs différentielles se rapportent, dans ces formules, au commencement du 

temps é”, si on y change f” en f, et qu'on désigne par x, y,Z, r,s les valeurs 

de x, y, z, r, s qui répondent à & — o, et qu’on suppose, pour abréger, 

CS 

Tr, _8%..538 t ( ds 3.5gs° ë t* 
= = : 

r° Ft 2,5 r° dt r° r6/2.3.4 

3.3.5g sds 3.9.78gs° 3.bg°s LS 
+(—° r? HT r° Ur Vas + NS 

r° r° 3.4.5 LÉ 

| ji. JS Rs 4 A RSA RR) HAN, V7 
ner di D” DA mr ne 70) 
on aura Ces EXPrESSIONS : 

dx - ? d'y dz 

XL + V, r=Yyl+s V, 22 + V. 

os ds 
À l’égard des constantes s et 7 que renferment ces expressions, 1l est bon 

de remarauer qu’elles se réduisent immediatement aux constantes D et q q , 

d’où dépendent les éléments a. b. c de l'orbite elliptique, comme nous 9 9 P q 2 

l'avons vu dans l’art. 8. Car, en rapportant au commencement du temps # 

les deux équations en r de l’article précédent, on a 

(rdr)? : rdr Br 
LE — 2gr — 2Hr°— D”, d.—s —°?=2H, 

SAVOIT : | | 

2 __ à 2 D° ds — of S 
S — 2891 + 92Hr EE 9 pie Ft 

et substituant pour H et D° leurs valeurs — À. , et gb (art. 45), on aura 

ds 1 £ D r° A 

“oo A0 SR OS ne, 

: ds | 

2 + lei a g 

d’où l’on tire 

On voit par là que les quantités T et V ne dépendent que de la figure de 

l'orbite, et nullement de la position de son plan. 
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28. Comme la quantité 77) OUS, est déterminée par une équation diffté- ? | 

rentielle semblable à celles qui déterminent x, on aura aussi pour cette quan- 

ds Los | dx 
tité une expression semblable, en changeant seulement x et — en s et Te 

dt 

On aura ainsi 
2 À ds 

= Tr =S ES V. 

De là, en intégrant et ajoutant la constante r”, 

pr + sf Tdt + 2% Var, 

où les intégrales doivent être prises de manière qu’elles soient nulles lorsque 

t — 0. On aura ainsi, en substituant les valeurs de T et V, et ordonnant les 

termes par rapport aux puissances de f, 

— ds ,» gs & 3 gs” RS A 
rs 9 s 2... = ARS : ES ire orne 7 ee LS + ( r 5 r° R)5- 

(98 sds 16gs | gs\ 
+(E Re re 3.4.5 

Cette expression de r*? doit être identique avec celie que donneraient les 

valeurs de x, y, z; Car, puisque 7° = x? + y? + z°, on aura aussi 

r°— (x° + +2") 1° + Po a EUR | | AE Ar 

dt di? 

Or 

X° + Y+ Tr — LÉ pe Et Be PAPE SES 

et 

dx? + dÿ° + dr? so 28 d.rdr g ds g 
Re Me 2H + (art. 9) — er (arts 97) = ES 

de sorte qu’on aura 

2 3 r d © ge 

rl 28 TV + US LE VE 
\ de r 

valeur qui coïncide avec la précédente. 
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S IE. — Détermination des éléments du mouvement elliptique ou parabolique. 

50. Dans la théorie des planètes, on nomme éléments les six quantités 

constantes qui servent à déterminer la figure de l'orbite, sa position par rap- 

port à un plan fixe qu'on prend pour celui de l’écliptique, et l'époque ou Île 

moment du passage par l’aphélie ou par le périhélie. | 

Soient, comme dans le paragraphe précédent, «& le demi-grand axe ou la 

distance moyenne, et b le demi-paramètre; ces deux éléments déterminent 

la figure de l'orbite, et si l’on nomme e l’excentricité, ou plutôt le rapport 

de la distance des deux foyers au grand axe, on a 

be a (1 rc e*), 

et, par conséquent, . 
b 

Co À — —° 
& 

Soit, de plus, c le temps qui répond au passage de la planète par Île péri- 

hélie ; cet élément, avec les deux précédents, servira à déterminer le mouve- 

ment elliptique, indépendamment de la position de l'orbite dans l'espace. 

Pour déterminer cette position, soit 4 la longitude du périhélie comptée 

depuis la ligne des nœuds, c’est-à-dire l'angle que la partie du grand axe 

qui répond au périhélie fait avec la ligne d’intersection du plan de l'orbite, 

avec un plan fixe; cet élément détermine la position de l’ellipse sur le plan 

de l’orbite. 

Soit enfin z l’inclinaison de ce plan sur le plan fixe auquel on le rapporte, 

et qu'en astronomie on prend ordinairement pour l’écliptique; nous le pre- 

nons dans nos formules pour celui des coordonnées x, y, et soit À la longi- 

tude du nœud, c’est-à-dire l'angle que l'intersection des deux plans fait avec 

une ligne fixe, que les astronomes supposent dirigée vers le premier point 

d’Aries, et que nous prenons pour l'axe des x. 

Ces six quantités a, b, c, h, 1, k sont les éléments qu'il s’agit de déter- 

miner, d'après quelques circonstances du mouvement elliptique donné. 

3i. Le cas le plus simple de ce problème est celui où l’on connaît la 

position du mobile, sa vitesse et sa direction dans un instant quelconque 

de, dy, de our donné. Dans ce cas, les données sont les valeurs de x, y, z, A 
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un instant donné, valeurs que nous désignerons par les lettres romaines x, 
dx dy dz RS A PER | 7 ee 

Y2, 7° 7° 7 €til s'agira d'exprimer par ces six quantités les six élé- 

ments &, b,c,k,h, 1. 

L'art. 9 donne d’abord, en mettant — à la place de f Rdr, et changeant 

Es VS Es Pr es ®, _ en x, ÿ,2, ÉS ae _ 

A—19 —y%, 

B—: © x 2, 

C=x9—7y%, 

et les art. 44 et 45 donnent 

À — Dsinz sin, B— Dsinscosh, CG — D cosz, 

D — 1/86, H—  $. 
2 & 

On aura ainsi immédiatement, par ces formules, les valeurs du demi-axe a, 
+ 

, Qu +. b 
du demi-paramètre bd, d'où l’on tire l’excentricité e — 4/ 1 — =) €t les angles 

k et 1; et il ne restera qu’à connaître les quantités c et 4. 

32. Îl est bon de remarquer que la valeur de a et celle de peuvent se 

réduire à une forme plus simple. En effet, il est clair que x’? + y’? + 7° est 
L.: 

le carré de la vitesse initiale, laquelle étant nommée u, on aura 

d’où l’on voit que le grand axe de la section conique, et par conséquent 

aussi le temps périodique (art. 16), ne dépendent que de la distance primi- 

tive du corps au foyer attractif, et de la vitesse de projection. 

À l'égard du paramètre 2 b, on a réduit, dans l’art. 44, la quantité D à la 
r°d® 

dt 

Mec. anal, XI. 
ÿ 

forme > où d® est l’angle décrit par le rayon r dans l'instant dé; de 
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d D 
sorte que rd® est le petit arc décrit par le même rayon, par conséquent - 

est la vitesse perpendiculaire à ce rayon, et que le corps a pour tourner 

autour du foyer. | 

Si l’on désignait cette vitesse de rotation par v, on aurait 

r°d® — 
Te =ITV= ÿgb, 

et, par conséquent, 

Aïnsi le paramètre 20 ne dépend que du rayon r et de la partie de la 

vitesse 4, par laquelle le corps tend à tourner autour du foyer vers lequel 

il est attiré. 

55. Pour trouver la valeur de l'élément c, qui détermine le temps du 

passage par le périhélie, on remarquera que cette constante n'est entrée dans 

le calcul que par l'intégration qui a donné la valeur de r en t (art. 46). 

Done, si l’on dénote par 5 la valeur de 4 qui répond à { — o, on aura 

par les formules de l’article cité, en y faisant é — 0, ce qui changer enr 

etfens, 

—e=ÿT(s—esins), r—a(i—ecosS). 

Ainsi on aura par l’élimination de 3 la valeur de c en r, puisque a et e sont 

déjà connues. 

Enfin, pour déterminer le dernier élément À, qui est aussi entré par l'inté- 

gration de l’équation entre r et ® (art. 45), on remarquera d’abord que lon 

a (art. #4), en changeant x, y en x, y, et rapportant l'angle ç au commence- 

ment de #, 

J — lang ©. 
x e) 

Ensuite l’art. 7 donne 

ere lang (® — h) 

RU — 

De sorte que 2 et z étant déjà connus, on aura par l'angle intermédiaire #, 

l'angle ® en x et y; et de là on aura À par l'équation de l’art. 45 rapportée 
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à l'instant où t — 0, 
b 

cos (9 — 4) =1(? —1): 

34. Si l’on connaissait deux lieux du mobile dans son orbite, avec Île 

temps écoulé entre les instants où il a occupé ces deux lieux, on aurait aussi 

six données par les coordonnées qui répondent aux deux points donnés de 

l'orbite, et les six éléments seraient aussi déterminés par les valeurs de ces 

coordonnées; mais l’expression transcendante du temps empêécherait de 

donner une solution générale et algébrique du problème. On pourra seule- 

ment le résoudre par approximation, si l'intervalle de temps entre les deux 

lieux est assez petit, en faisant usage des formules de l’art. 49. 

Soient x, y, z les trois coordonnées du premier lieu dans l'orbite, et x”, 

y', z celles du second lieu; en prenant £ pour le temps écoulé entre les pas- 

sages du mobile par ces deux lieux, on aura, en général (art. 28), 

/ : dx = dY +7 _. 
=xT+ TV, =yT + V, LIT + - V. 

Supposons qu'on ne veuille porter la précision que jusqu'aux troisièmes 

puissances de £{, on aura 

g t° L° L° 
Ti 2 ae V t— Si: as 

enr 

» | e 
cr 

O Se 

Comme l'expression de T renferme la constante 

rdr xdx + ydy + 247 

| dt É 

on commencera par la déterminer en ajoutant ensemble les trois équations 

précédentes, après avoir multiplié la première par x, la deuxième par y, et 

la troisième par z; on aura ainsi l'équation 

XX’ VY' + 27) — | Soit À —- sV, 

d'où l’on tirera la valeur de s qu’on substituera ensuite dans l'expression 

de T. 

Les valeurs de T et de V étant connues, les mêmes équations donneront 

dy : . , e° dx d'z . e à 4 È - les valeurs des différentielles =, =, ==; ainsi le problème sera réduit au 
ü (a) 

cas précédent. 
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35. Enfin, si l’on ne connaissait que trois rayons vecteurs 7, r”, r”, avec 

les temps £ et £” écoulés entre les passages par r et r”’ et par r etr”, on pour- 

rait encore déterminer l'orbite par les formules de l’art. 29, en supposant 

les temps f et {” assez petits. 

Car, en faisant { — o dans la valeur de r*, et ne poussant les séries pour 

les valeurs de r'? et r”? que jusqu'aux t* et &”?, on aura 

Ze 2 l2 2 gt” à ds Ft PT Bb ls be 
ja ( 3 =) de dt” 

| 13 d Æ 2 / gt ja: ŒS DT LOTS NS pr DÉC ie 
ds 

dt 
équations d’où l’on tirera les valeurs r, s et Ces deux dernières donnent 

tout de suite, par les formules de l’art. 49, 

2 2 
pi r U ds Fan 

ar gd me Do 

ensuite on aura l’angle I compris entre le rayon r et celui du périhéhe, 

par la formule (art. 45) 

e étant = 4/1 — À. 
2 

S1 l'orbite était une parabole, on aurait a — æ , et, par conséquent, 

ds L : . 5x = — À ; alors 1! suffirait de connaître deux distances r et r”; la première 

| b—r 
cos Il — ; 

re 

donnerait la valeur de r, et la seconde la valeur de s, par l’équation 

o L? Le 
ir + (arf )s. 

r 3r 

36. Les éléments des planètes sont assez connus; c’est par des observa- 

tions de longitudes et de latitudes qu'on les a déterminés, et la petitesse de 

leurs excentricités et de leurs inclinaisons sur le plan de l’écliptique a beau- 

coup contribué à faciliter ces déterminations. 

En prenant ce plan pour celui des x et y, les angles @ et À (art. #) repré- 

sentent, l’un la longitude du corps, et l’autre sa latitude; et nous avons 

donné dans les art. 22 et 25, pour les valeurs de + et 4 en #, des séries qui 
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sont d'autant plus convergentes, que l’excentricité e et l’inclinaison z sont 

plus petites. En prenant six observations, trois de longitude et trois de lati- 

tude correspondante, ou en général de longitude ou de latitude, à des 

instants donnés, on aura six équations par lesquelles on pourra déterminer 

les six éléments, du moins pour le soleil et la lune qui tournent immédiate 

ment autour de la terre. 

Pour les autres planètes qui tournent autour du soleil, le calcul est un 

peu plus compliqué, parce que l'observation ne donne immédiatement que 

les longitudes et latitudes vues de la terre, qu'on nomme géocentriques : 

mais, en supposant le mouvement du soleil connu, on peut toujours déduire 

de chaque observation une équation; de sorte que six observations suffiront, 

à la rigueur, pour la détermination des six éléments. 

Ce problème est surtout important pour les comètes dont les éléments, 

lorsqu'elles paraissent, sont tout à fait inconnus; aussi depuis Newton, qui 

a le premier tenté de le résoudre, il y a peu de géomètres et d'astronomes 

qui ne s’en soient occupés. Ne pouvant établir l’approximation sur la peti- 

tesse de l’excentricité et de l’inclinaison, comme pour les planètes, ils ont 

tous supposé que les intervalles de temps entre les observations sont très- 

petits, et ils ont donné des méthodes plus ou moins approchées pour déduire 

les éléments des comètes de trois longitudes et d'autant de latitudes obser- 

vées. Comme celle que j'ai proposée dans les Mémoires de Berlin, pour 

1783, me paraît offrir la solution la plus directe et la plus générale du pro- 

blème des comètes, je crois pouvoir la donner ici, mais un peu simplifiée et 

accompagnée de remarques nouvelles ; elle fournira une application impor- 

tante des principales formules que nous avons développées dans le para- 

graphe précédent. 

S EEE. — Sur la détermunation des orbites des comètes. 

37. Soient, dans un instant quelconque, R la distance de la comète à la 

terre, et /, m, n les cosinus des angles que la ligne ou le rayon visuel R fait 

avec trois axes perpendiculaires entre eux et supposés fixes dans l’espace; 

on aura R/, Rm, Ra pour les trois coordonnées rectangles de la comète, 

parallèles à ces axes et ayant leur origine dans le centre de la terre. La quan- 

uté R sera l’inconnue, mais les trois quantités /, m, n seront connues par 
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l'observation de la comète, et devront être telles, que l'on ait la condition 

Fer = 

parce que par l'hypothèse on doit avoir 

RE (R/)°+ (Rm)®+ (Ra). 
Soient de même p, À, w, v les quantités correspondantes relativement au 

soleil, en sorte que pA, pu, pv soient les coordonnées rectangles du lieu du 

soleil par rapport à la terre, et parallèles aux mêmes axes; ces quantités 

doivent être censées connues par le calcul du lieu du soleil dans le même 

instant de lobservation de la comète, et l’on aura aussi la condition 

APR HU TT, 

Enfin soient x, y, z les coordonnées rectangles du lieu de la comète par 

rapport au soleil, parallèles aux mêmes axes, et r le rayon vecteur de son 

orbite autour du soleil; il est visible qu’on aura ces trois équations : 

R=RI— bn, y=Rm—pu, z2—=fRn—py; 

et comme r°=— 2%" + y" + 2°, on aura 

n° = R°+ p°— 2 Rp(lA + mu + nv). 

Or on sait que l'expression {A + mx + nv est celle du cosinus de l'angle 

formé entre les deux rayons R et p, partant du centre commun de la terre et 

dirigés, l’un à la comète, l’autre au soleil; de sorte que si l’on désigne cet 

angle par o, on aura 

r°= R°— 2 Rpcoss + p°. 

Si donc on a trois observations de la même comète, faites à des intervalles 

de temps connus, on aura trois systèmes pareils d'équations qui contiendront 

chacun une nouvelle inconnue p, et les propriétés de la parabole (*) donne- 

ront trois autres équations. 

38. Ce qui se présente de plus simple pour cet objet, est d'employer la 

ER e nn men er 2. = Se 

(*) C'est-à-dire les propriétés du mouvement parabolique développées plus haut. (7. Bertrand.) 
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formule donnée dans l’art. 28, par laquelle on a le temps que la comète 

emploie à décrire un arc quelconque exprimé par la corde de l’are, et par 

la somme des rayons vecteurs qui aboutissent à ses deux extrémités, et 

dégagée de tous les éléments de l'orbite; car les trois intervalles de temps 

entre les trois observations, ‘prises deux à deux, donneront les trois équa- 

tions demandées. 

Nous marquerons par un trait les lettres qui désignent les quantités ana- 

logues dans la seconde observation ; nous aurons ainsi 

r=R?— 28") coso+ p” et s—r-+tr!, 

Pour la corde x de l'arc parcouru par la comete. dans l'intervalle des deux P P , 

observations, 1l est clair qu'on aura 

u° — (x'— æ)° + (y° — y) = (z°— 2) 

r+r— ao (xx + ÿy + 22). | 

En substituant pour x, y, z et pour #”, y”, z° leurs valeurs, on aura 

aa" + vy" + 22 = RAR + mm + nn) 

+ pp' (AN + ue + 19!) — REX + mu + ny) 

— R'o(l'A + mu —- n'y). 

Or, par les théorèmes connus, l'expression {+ mm'+ nn’ doit représenter 

le cosinus de l’angle compris entre les deux rayons R et R” partant du centre 

de la terre et dirigés aux deux lieux de la comète dans les deux observations ; 

_ de même, AN + wu'+ w” sera le cosinus de l’angle formé au centre de la 

terre par les deux rayons p, p” dirigés aux deux lieux du soleil, et ainsi des 

autres expressions semblables. 

Donc si, pour plus de clarté, on imagine que les deux lieux apparents de 

la comète soient marqués sur la surface de la sphère par les lettres C, C”, 

et de même les lieux apparents du soleil par les lettres S, S”, et qu’on joigne 

par des arcs de grands cercles les quatre points C, C”, S, $”, il est évident 

que les arcs CS, C’S’ représenteront les angles que nous avons dénotés par 

“etc ; que les arcs CC’ et SS’ représenteront les angles dont les cosinus. 

sont 

+ mm nn! et AN + uu' + w’, 
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et qu'enfin les ares CS” et C’S représenteront les angles dont les cosinus sont 

IN + mu + ny et la+mut+n'r. 

Ainsi, en considérant le quadrilatère sphérique CC’SS”", qui est censé donné 

par les deux observations de la comète et par les deux lieux calculés du soleil, 

on aura 

r? = R°? — 2 Rpcos (CS) + p”, 

r'2— R/? Er "p’cos (C'S”) = p', 

uw =r°+7r?— 2RR'cos (CC) — 2 pp’ cos (SS") 

+ 2 Rp" cos (CS) + 2 Rp cos (CS); 

donc, comme la différence &” — & des temps £ et #” qui répondent aux deux 

observations, c’est-à-dire leur intervalle en temps, est censée donnée, on 

aura, par la formule de l’article cité, l'équation 

2 3 
(r+r ou) — (r + —u) 

6 Ve | 
dans laquelle il n’y aura d’inconnues que les deux distances R et R’. 

Si l’on a une troisième observation, pour laquelle les quantités analogues 

ét —t — 

soient désignées par les mêmes lettres marquées de deux traits, on aura, par 

la comparaison de la première observation avee celle-ci, une deuxième équa- 

tion tout à fait semblable, dans laquelle les lettres marquées d’un trait dans 

l'équation précédente, le seront par deux traïts, et qui ne contiendra que les 

deux inconnues R et R7, 

On aura de même une troisième équation semblable, par la comparaison 

de la deuxième observation avec la troisième, en ne faisant que marquer 

d’un trait, dans la première équation, toutes les lettres qui n’ont point de 

trait, et de deux traits toutes celles qui en ont un: ainsi cette troisième équa- 

tion ne contiendra que les mêmes inconnues R” et R”; de sorte que les trois 

équations ne contiendront que les trois inconnues R, R, R”, et suffiront 

pour les déterminer. Mais, quoique ces équations se présentent sous une 

forme assez simple, leur résolution offre des difficultés presque msurmon- 

tables, parce que les inconnues y sont mêlées entre elles et renfermées dans 

différents radicaux. 
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39. Aureste, si l’on pouvait parvenir d’une manière quelconque à trouver 

les valeurs des rayons R, R’, on aurait tout de suite le demi-paramètre b, 

qui, dans la parabole, est égal au double de la distance périhélie, par la for- 

mule (art. 25) | 

Pas (Tr) —— 
De afrbrt— V{r+ rl" 

et comme on a, en général (art. 10), l'équation Cz + Ax + By — o, dans 

+ . BD s 
laquelle à — sin * tangi, à — — cosh tangz (art. 44), on aura ces deux-c1 : 

z —(xsinh + ycosh)tangi — 0, 

z'— (x'sink + y'eosh) tangi — 0, 

d'où l’on tirera facilement les valeurs de tang c et tang k, ce qui donnera la 

position du plan de la parabole, relativement au plan qu’on aura choisi pour 

les axes des x et y. 

On peut même remarquer que, par le moyen de ces équations, qui dépen- 

dent de ce que l’orbite de la comète est supposée dans un plan passant par 

le soleil, on peut d’abord réduire les trois inconnues à deux seulement. 

En effet, si l’on fait, pour abréger, 

L —tangisimh,  M—tangzcos#, 

on aura, en substituant les valeurs de x, y, z, l'équation 

Ra — pr = L(RI — pa) + M(Rm — pu), 

d’où l’on tire 
nas 

Rp 

et l’on aura de même les expressions de R’ et de R”, en marquant d’un trait 
et de deux traits les lettres, à l'exception de L et M, qui sont les mêmes pour 

toutes les observations. 

De cette manière, les trois inconnues R, R’, R” seront réduites aux deux 
l et M, de sorte qu’il ne faudra employer que deux équations pour leur 

détermination, ce qui simplifie un peu la solution du problème. 

40. Pour la simplifier davantage, il ne paraît pas qu’il y ait d'autre moyen 

que de supposer les intervalles de temps entre les observations assez petits 

Mée, anal. T1. 6 



A2 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

pour qu'on puisse négliger plusieurs termes comme insensibles, ce qui ne 

donnera d’abord qu'une solution approchée, qu'on pourra rendre plus 

exacte ensuite, par de nouvelles corrections. C’est aussi ce qu on a fait Jus- 

qu'ici dans toutes les solutions qu'on a données de ce problème. 

En appliquant cette hypothèse à la solution précédente, la corde w devien- 

dra très-petite, et en ne retenant que les deux premiers termes des radicaux 

qui entrent dans l'expression du temps 4 — +, écoulé entre les deux pre- 

mières observations, on aura 
uVr+r! 

2 V2 
/ 
Lt 9 

ce qui donne 

étre) = lt 0, 
et 1 n’y aura plus d'autres radicaux dans cette équation, que ceux qui 

entrent dans les expressions de r et r'; mais les équations entre les trois 

inconnues R, R’, R”, ou entre les deux L, M, seront encore trop compli- 

quées pour qu’on puisse les employer avec suecés. | 

On peut conclure de là que ces inconnues ne sont pas ceiles dont l'emploi 

est le plus avantageux dans la question présente; et lorsqu'on ne demande 

d'abord qu’une solution approchée, il est beaucoup plus simple de faire 

usage des formules que nous avons données dans Part. 28, pour le cas où 

l'on suppose le tem ps £ très-petit. 

41. Pour appliquer ces formules à la détermination de l'orbite des 

comètes, 11 n’y aura qu'à y substituer à la place x, y, z les expressions don- 

nées dans l’art. #7; on aura ainsi, en général, 

dx 

dt À 
RE — pa = xT + 

| d 
Ron — pu = y À + HV, 

R A — pr — LÀ + — 

dx d LE | : | 

ar répondent au commencement du temps t 
dt la 

ou les quantités x, y, Z, oi 

et sont regardées comme constantes, et où T et V sont des fonctions ration- 
El 
ar 

nelles de t, et des constantes r, do 
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Comme le commencement du temps # est arbitraire, on peut le fixer au 

moment de la première observation; or, en faisant £ — 0, on a 

Les et N°0 

donc on aura pour la première observation ce premier système d'équations, 

Ré PA —X, 

Rm — pu = Y, 

Rn — pr —7. 

Pour la deuxième observation, distante, de la première, du temps é, on aura, 

en marquant d’un trait les lettres R, /, m, n, p, À, u, v, ce second système 

d'équations, 
R'/! . pa Le "ui sh Ne 

dt 

d 
Rm— pu = NT + . V, 

Rn — 0 —12T + da y 
' P Le AE 

On aura des équations pareilles pour la troisième observation, distante, de 

la première, du temps #”, en marquant de deux traits les lettres marquées d’un 

trait dans les dernières équations, et d’un trait les lettres T et V, pour imdi- 

quer que le # dont elles sont fonctions doit être changé en t’; on aura ainsi 

ce troisième système d'équations, 

R°’/’ A LU — x TT" NS 

| ädz Rp" EL sep Her V’. 

On peut éliminer des premières équations de chacun des trois systèmes, 

dx e / 
les deux constantes x et Tr? et faisant, pour abréger, 

TV’ mr VT' __ V7, 

on aura 

(R/ _— pA) Lu D. (R'// ma px) V' ee (R707 — p’A') V = Q, 

Méc. anal, X. 6*. 



44 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

Éliminant de même les deux constantes y, u des secondes équations des 

mêmes systèmes, on aura 

(Rm Le pu) V” — (R'm'— pu) V'+ (R7F — pra") V _ 0, 

et l'élimination des constantes 7, É des dernières équations de ces systèmes 

donnera pareillement 

(Ra — pr) V"— (Re — pr) + (Rn" — pr") V = 0. 

De ces trois équations on tire 

pTV'— p'T'V'— D'LTNV 

R ET CV? 3 

R’ Ee pT,V'— p'T'V'+ DEL" V 

re 

R'— pT, V'— p'EVE DOTOV 

De EU = > 2 
en supposant, pour abréger, 

G—= mn" mn l = nlm"— nm" — mn" nm 0, 

et en dénotant par T', T’, T” ce que devient G lorsqu'on y change /, m, n, 

respectivement en À, u, v, en À’, m’,v" et en À”, u”, »”’; en dénotant de 
À ; ! t f (2 . . . ° 

même par 1',, [,, F,, et par F,, l,, T, ce que G devient en faisant subir 

les mêmes changements aux quantités /’, m', n°, ainsi qu'aux quantités ana- 
à logues !”, m", n”. 

Maintenant les trois observations donnent aussi (art. 37, 38) les équations 

R° — 2 Rp cos (CS) + p— r*°, 

R® — 2 Rp" cos (CS) +p=r?, 
R7° _— 9} ou COS (C”S7) 2, pe ne pre 

Donc, si l’on y substitue les valeurs précédentes de R, R’, R”, on aura trois 

équations finales qui ne contiendront que des quantités connues, avec les 

quantités V, V', V'etr, r’,r”, qui sont données en fonctions du temps et 

} $ d 9 LA 14 ? . 

des trois constantes r,s, _ d’où dépendent les éléments de l'orbite (art. 28, 

@9)\ : de sorte qu’on pourra déterminer ces trois constantes. 
pl 
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49. En ne poussant l’approximation que jusqu'aux quatrièmes puissances 

det,ona 
4 L t* 

et, de même, 
13 7 [A / / c Ke us, 

V os FA FR 8 Gr° —— 0° À r 5 —- » € » 3 

et comme V’— TV'— VT"', on trouvera 

/ .\ 8 1! 8 /\5 
Poe 0 (é — t) (lt (tr) 
VE + + 

n faisant ces substitutions dans les +, R’, R”, : san En faisant bstitut dans les valeurs de R, R’, R”, et supposant 

{'— mt, le coefficient m étant donné par le rapport des deux intervalles 

entre les trois observations, il est clair que la quatrième dimension de # dis- 

paraîtra par la division, et qu’ainsi il suffira d’avoir égard à la troisième dans 

les valeurs de 7° et r”. 

Or on a, en général, aux {* près, 

2 2 ds 2 ES 43 à 
ARR à + 2sit+ ri da aie 

mais nous avons supposé que la première observation répond à £ — 0, et 
+ . / e & 

que les deux suivantes répondent aux temps £ et ? — mi; ainsi on aura 

ds , o 
L — re) æ] 2 

Fr" + 281 + — —— 
è dt “ra 

ds a 
= 1? + 9 mst + n° Te  — mm" = L”, 

(AA 2 

On fera donc ces substitutions dans les trois dernières équations de l’ar- 

ticle précédent, et rejetant les termes qui contiendraient des puissances de # 

supérieures à la troisième, on aura trois équations entre les trois inconnues 
ds F NS NAS 

r, set —> dont les deux dernières n’y paraîtront que sous la forme linéaire, 

de sorte qu’il sera très-facile de les éliminer et de réduire le problème à une 

seule équation en r. C’est en quoi consiste le principal avantage de la méthode 

que nous proposons. 

Si l’on voulait pousser l'approximation plus loin et avoir égard à un plus 
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2 oränd nombre de termes dans les valeurs de V, V', V”,r°,r°?, on aurait 
Le) 

des équations où les inconnues s et Te 

teraient successivement à des dimensions plus hautes, ce qui rendrait leur 

S - L. f L} L] 

ne seraient plus linéaires, mais mon- 

élimination plus difficile et l'équation finale encore plus compliquée. 

45. Pour donner là-dessus un essai de calcul, nous nous contenterons 

d'avoir égard, dans les valeurs de V, V’, V”, aux troisièmes dimensions 

de t£ et de #”, ce qui fera disparaître les termes affectés de l’inconnue s; nous 

ferons, pour plus de simplicité, g — 1, en prenant la distance moyenne de 

la terre au soleil pour l'unité des distances, et représentant les temps par les 

mouvements moyens du soleil (art. 23); et supposant {’— mt, nous aurons 

| mt 
V — —— — V'— mt — sd 

Les valeurs de R, R’, R” deviendront ainsi de la forme nl pi 

fées D 6Pr°—Qr 

Pertes GPir— Q,/° 

KR — [G(rm—i1)r— (m—i)e |G" 

B”/—- 6Prr— QE 

TT Létr—1}r9 {nm 1) ]C? 

en supposant, pour abréger, 

P= (m—1)p0 — mpT'+ pr”, 
Q ns (m + 1)°pT bre me pr" + CL MS 

? 

et dénotant par P,, Q, et P,, Q, ce que P et Q deviennent en y changeant 

Parents Li ete: 1 F2 

Ces valeurs de R, R”, R”, distances de la comète à la terre dans les trois 

observations, ne contiennent, comme l’on voit, que la seule inconnue r, 

rayon vecteur de la comète dans la première observation. Si donc on sub- 

situe la valeur de R dans l’équation (art. 25) 

R° + 2kRpcos(OS) + p° = r?, 
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on aura une équation finale en r, laquelle montera au huitième degré, et le 

problème sera réduit à la résolution de cette équation. 

Ayant trouvé la valeur de r, on aura par les formules précédentes celles 

de R’ et R”; de là on aura, par les formules de Part. 4%, les valeurs des trois 

rayons vecteurs r, r”, r/, ainsi que celles des coordonnées x, y, z, et de leurs 
2 dx dy dz 

dt de” dt 

du $ IT, ou, si l’on aime mieux, par les formules trigonométriques connues, 

différentiell : et l’on pourra déterminer l'orbite par les formules 

d’après les trois distances R, R”, R” de la comète à la terre. 

44%. Les expressions des distances R, R’, R” peuvent être simplifiées par 

la considération suivante: Comme la terre et la comète se meuvent autour 

du soleil, par la même force attractive de cet astre, si l'on nomme Ë, n, Ê les 

coordonnées rectangles de la terre autour du soleil lorsque t — 0, et qu’on 

désigne par O6, Y ce que deviennent les fonctions T'et V iorsqu'on y change 

les éléments de l'orbite de la comète en ceux de la terre, on aura, comme 

dans l’art. 28, les trois équations 

LE 
— pA = 40 EX TE Le 

(#2 

ne 
— pu 18 +, d 

Ge. dé 
os py _— CO —- Je de 

parce qu'ayant dénoté (art. 24) par pA, pu, pr les coordonnées rectangles 

du lieu du soleil par rapport à la terre, on aura — pA, — pu, — pr pour 

celles de la terre par rapport au soleil. | 

Comme ces équations ne diffèrent de celles de l’art. 28 que parce que x, 

Y,Z, À, V sont changées en Ë, n, C, 9, Y et que À y est nul, il est clair 

qu'on aura des résultats analogues, en faisant ces mêmes changements dans 

ceux que nous venons de trouver dans l’article précédent. Ainsi, puisque les 

expressions de R, R’, R”, données à la fin de cet artiele, ne contiennent 

d'autre quantité dépendante des éléments de l’orbite que le rayon vecteur r, 

si l’on y change r en p, rayon vecteur de l'orbite de la terre, on aura 

0), R'— O, R7— 0 ; 
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d'ou l’on tire 

GP — Se, Gps, 6p =. 

Ces valeurs étant maintenant substituées dans les mêmes expressions de R, 

R’, R”, et négligeant, dans le dénominateur, le terme très-petit du second 

ordre (m—1})°#* vis-à-vis du terme fini 6(m —1}r°, on aura ces expres- 

sions plus simples: 

G(m—1)G \p*° r° 

Er Qt + _ [' 

ù Se (x 1 

S1 donc on substitue la valeur de R dans l'équation 

R°— 2Rp cos (OS) + p—r—0, 

et qu'on fasse, pour abréger, 

Që 
Gf(m—i1)G K, 

quantité toute connue par les observations, en multipliant par Lp°r°, on aura 

l'équation 

K2(r°— p}— 2 KR pr (r°— pt) cos (CS) + p°r° (p°— r°) — 0, 

où l’inconnue r montera au huitième degré, mais qui, étant divisible par 

r — p, ne sera, après la division, que du septième degré. 

Cet abaissement de l'équation en r est dû à ce que nous avons représenté 

le mouvement de la terre, comme celui de la comète, par des formules ap- 

_prochées où l’on a négligé les puissances de # supérieures à la troisième ; il 

n'aurait pas lieu en employant la valeur de R de l’article précédent, dans 

laquelle les lieux du soleil sont supposés exacts, étant déterminés d’après les 

Tables. 

45. On peut ramener l’équation précédente à une construction assez 

simple. Ayant mené d’un point donné deux droites qui fassent entre elles un 

angle égal à l’arc CS, distance apparente de la comète au soleil dans la pre- 
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s A . | eo , 4 \ K Lé 

mière observation, et dont la première soit égale à nL et la seconde égale 

à p; il s'agira de trouver dans la première un point tel, que la partie com- 

prise entre ce point et l'extrémité de la même droite soit à la droite entière 

comme le cube de la seconde droite est au cube de la droite qui joindra l’ex- 

trémité de celle-ci et le point cherché: alors cette dernière droite sera égale 

à r, et la partie de la première interceptée entre le point donné et le point 

cherché, sera égale à R. Car par cette construction on aura la proportion 

K 3 = — Riz: pt:r, 

laqueile donne 

R—K{(<—<), 
\P T° 

et ensuite 

r — /p° — 2pkR cos (OS) + R?, 

d’où résulte l'équation ci-dessus en r. 

Lambert est, je crois, le premier qui ait réduit le problème des comètes, 

envisagé d’une manière approchée, mais exacte (”), à une équation unique 

à une seule inconnue. Îl y est parvenu par une considération ingénieuse, 

fondée sur ce que le lieu apparent de la comète, dans la deuxième obser- 

vation, s’écarte du grand cercle mené par les lieux apparents, dans la pre- 

mière et dans la troisième observation; et la détermination de cet écartement 

l’a conduit directement à une construction analogue à celle que nous venons 

de donner, et qui se réduit à une équation en r du septième degré. F'oyez 

les Mémoires de l’Académie de Berlin pour l’année 1771. 

Connaissant ainsi les valeurs de r et R, on aura 

PR, R=R 
Q Sn 

en eo Cm de mpnmen 

(*) Euler avait donné, en 1744, une solution approchée du problème des comètes; mais sa 

méthode exigeait plusieurs fausses hypothèses et l'emploi d’une quatrième observation. Quant à la 

solution de Lambert, on doit observer que celle dont Lagrange donne ici une idée succincte est la 

seconde qui ait été proposée par ce géomètre, qui a même négligé d’en développer les calculs. Le 

problème avait été résolu par lui d’une manière très-différente dans un ouvrage spécial, Znsignores 

orbitæ cometarum proprietates, qui date de 1761. (J. Bertrand.) 

Méc. anal, T. 7 
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et les deux équations (art. 40 et 44) 

2/2 OS TD à EE US DRE | l sa ls 
R°® — 2R p cos (CS) +p°=r"—r +(at— 5) +8 

3 #3 
R/2_ 0 R’p" cos (c”S”) ce pr — pl p? re ( > mt —- ee ds 2 42 | 

Ge sn D 

| ds \ 1/ 

donneront les valeurs des constantes s et dE et de là celles des éléments & 

et b de l'orbite, par les formules de l’art. 28, 2 a étant le grand axe, et 2 0 le 

paramètre. 

46. Si l’on suppose l'orbite parabolique, on aura a infini, ce qui donne 

= =  - Dans ce cas, les deux dernières équations ne contiendront plus que 

l’inconnue s, laquelle étant éliminée, on aura une nouvelle équation en R 

qui devra avoir une racine commune avec celle qu’on a déjà trouvée, ce qui 

servira à faciliter la recherche de cette racine. | 

En adoptant d’abord, pour les comètes, l’hypothèse de la parabole, il sera 

préférable de faire dépendre la solution uniquement de cette dernière équa- 

tion, parce qu’elle a l'avantage d’être exempte de la quantité G, qui est très- 

petite du troisième ordre, lorsque les intervalles de temps # et £” ou mt sont 

très-petits du premier, comme on le verra plus bas, de sorte que les erreurs 

des observations d’où cette quantité dépend, peuvent y avoir une influence 

très-grande. 

En faisant, pour abréger, 

Re (Q:}° — M, mQ p’ cos Ne Q:p” cos (CS) —N, 

et négligeant les termes affectés de &* dans les coefficients de p, élimination 

de cette quantité donnera l'équation en R 

MR? — 2NR + mp? — p?— (m—1)r + m(m—i1) (e) es 08 

qui, étant combinée avec l'équation 

R°— 2Rp cos (CS) + p—r —0o, 

donnera, par l'élimination de R, une équation en r du sixième degré; et 
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si, dans la combinaison des deux équations, on: néglige le carré du terme 

gt? . . “hr. °\ 7 . à 

m(m — 1 qui serait du quatrième ordre, l'équation finale ne montera 

plus qu'au cinquième degré. On pourrait même, dans là première approxi- 

mation, négliger ce terme, qui nest que du second ordre; alors l'équation 

finale ne serait plus que du quatrième degré, et pourrait se résoudre directe- 

ment par les méthodes connues. 

La valeur de r donnera celles de R, R’, R”, et de là celles de 5, par les 

formules de l’article précédent, et comme on suppose a infini, on aura 

b— 2r—s, 

ou le demi-paramètre b devient double de la distance périhélie de la comète. 

47. Après avoir réduit le problème des comètes à des équations finales à 

une seule inconnue, 1l reste à examiner les quantités qui doivent être sup- 

posées connues ; ces quantités sont : 

1°. Les trois rayons p, p', p”, qui représentent les distances du soleil à la 

terre dans les trois observations, et qui doivent être calculées par les Tables 

du soleil ; 

2°. Les quantités G, T, r',r°,r,,1, 1°, 1,, 1,1, d'où dépendent 

les valeurs de P, Q, P,, Q,, P,, Q, (art. 44 et 48): celles-c1 doivent être 

déterminées par les trois observations de la comète et par le calcul des lieux 

du soleil; mais on peut les ramener à des expressions plus simples, qui en 

rendront la détermination beaucoup plus facile. 

Commençons par la quantité G, dont les autres ne sont que des dérivées ; 

on a (art. 44) 

G—= mr" mn nl m" — nm" — mn" — nm'l"; 

le carré de cette expression peut se mettre sous la forme 

(CG? — (+ me? —- n°) (Ur + in = n°) (72 +. Hi n°?) 

+ 2 (2 mm + nn!) ("mme + nn!) (VU mm" + n°n7) 

e- (+ m2 + n°) (re mm" n'n"} 

er (Er + m'? si n°) UM mm" = nn") 

PR Qi hs ARS À n”) (El +- mm + nn’), 
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comme on peut s’en convaincre par le développement. Or, par la nature des 

quantités /,m,n,l',m',n', l",m",n" (art. 87), 

PH m+n =1, Emi n?—;, men — 1. 

Donc, faisant, pour abréger, 

LU" + mm + nn, 

L'—= Ü" + mm" + nn”, 

17 EE mm —- n'n”, 

on aura 

G— 1 2 ELLE — FL? — L?— D 

Or nous avons déjà remarqué (art. 38) que la quantité (+ mm'+ nn’ 

est égale au cosinus de l’angle compris entre les deux rayons R et R’ dirigés 

vers la comète dans les deux premières observations, angle que nous avons 

désigné par le côté CC’ du triangle sphérique CCC”, supposé tracé sur la 

sphère en joignant par des arcs de grands cercles les trois lieux apparents 

de la comète dans les trois observations. Ce triangle est entièrement donné 

par les observations de la comète, de quelque manière qu'elles aient été 

faites; et nous pouvons regarder comme connus ses trois côtés CC”, CC”, 

C’C7, ainsi que les angles G, C7, C7 

côtés C/C7, CC’ et CC. 

On aura donc 

, qui sont respectivement opposés aux 

EL — cos (CC), 

et, de même, 

L'= cos(00”),  L’— cos(C'C”), 

et l'expression de Îa quantité G° deviendra 

G= 1 + 2 cos (CC”) cos (C0”) cos (C/C7) 

— cos? (CC) — cos? (C0) — cos* (C/C”). 

Cette expression de G*? peut encore se réduire à une forme plus simple; 

car 1l est facile de se convaincre, par le développement des termes, qu’elle 

est la même chose que celle-ci : 

[cos (GC’+ CC”) — cos (C/G”)] [eos (C/C”) — cos (CC — GC”) |, 
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laquelle, par les transformations connues, devient celle-ci : 

CCE CC + Sa se ee ) 
2 

Ge fsin ( = 
CC 0CC"'+ —. $ FE | 

es SO E—————— |, 
2 

*X sin { 
2 

formule très-commode pour le calcul logarithmique. 

Si l’on veut employer les angles du même triangle, on peut avoir encore 

une expression plus simple de la quantité G; car on a, par les formules 

connues, 

cos (C/C/”) — cos (CC) cos (OC”) + sin (CC) sin (CC”) cos ü; 

si l’on fait cette substitution dans la première expression de G*, on aura, 

après les réductions, 

G?=— sin (CC)? sin (CC”)* sin C?, 

et, par conséquent, en tirant la racine carrée, 

G — sin (GC) sin (GC) sin C. 

On peut trouver de la même manière 

G — sin (C/C”) sin (C/C) sin = sin (C/C) sin (C/C”) sin C”’. 

Il est facile de prouver que la quantité G n’est autre chose que ia solidité, 

prise six fois, de la pyramide triangulaire qui a le sommet au centre de la 

sphère dont le rayon est supposé égal à l'unité, et qui s'appuie sur le triangle 

sphérique CCC”, c’est-à-dire qui a pour base le triangle rectiligne formé par 

les cordes des trois ares CC’, GC”, C'C”. Car, si l’on considère une des faces 

triangulaires de cette pyramide, celle, par exemple, qui à pour base la corde 

de l’are CC”, on aura <sin (CC) pour l'aire de ce triangle isocèle. Ensuite, 

si l’on considère la face adjacente qui a pour base la corde de l'arc CC”, il est 

visible que l’inclinaison mutuelle de ces deux faces sera égale à l'angle C du 

triangle sphérique ; par conséquent, la perpendiculaire menée de langle C” 

sur la première face sera égale à sin (CC”) >< sin G. Cette perpendiculaire 

devient la hauteur de la pyramide, en la supposant couchée (”) sur la première 

(*) C'est-à-dire que cette perpendiculaire est la hauteur qui correspond à cette première face. 

| (7, Bertrand.) 
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face égale à sin (UC); donc la solidité de la pyramide sera égale à 

= sin (CC) sin (GC7) sin O, 

/ Ze LÉ 
et, par conséquent, égale à sus 

48. Nous dénoterons en général par le symbole (CCC) la fonction des 

côtés et des angles de tout triangle sphérique CC/C”, par laquelle nous avons 

exprimé la quantité G. 

Ainsi ayant marqué sur un globe les trois lieux apparents de la comète OC, 

C',C”, donnés par les trois observations, et formé le triangle sphérique CC’C”, 

on aura tout de suite | | 

| G — (CC/C”). 

Si ensuite on place sur le même globe ies trois lieux du soleil S, S&', S”, 

dans les trois observations, et qu'en joignant ces lieux et ceux de la comète 

par des arcs de grands cercles, on forme différents triangles sphériques SC/C”, 

S'C'C”, etc., il est facile de voir, par ce que nous avons dit dans l’art. 40, 

relativement aux quantités T, EF”, L°, P,, 1, 1, L,, 1, 1, que les trois 

premières seront données par des fonctions semblables des triangles SC/C”. 

S'C'C”, S'C'C"; que les trois autres seront données par de pareilles fonc- 

tions des triangles CSC”, CSC”, CS”C”, et que les trois dernières le seront 

par de semblables fonctions des triangles CCS, CC'S", GC’S”. On aura donc 

ainsi, d’après la même notation, 

(SCC PT SCC), ae eco": 

ER). ets Ch PC Cr 

r,=(CCS), r,—(00S), r,— (CCS). 

Ces quantités ne dépendent, comme l’on voit, que de la position mutuelle 

des lieux apparents de la comète et du soleil, et comme elles sont les seules 

qui entrent dans les équations qui déterminent les éléments absolus de l’or- 

bite, notre analyse a l'avantage de séparer la détermination de ces éléments 

de celle des autres éléments qu’on peut appeler relatifs, parce qu'ils se rap- 

portent à la position de l'orbite dans l’espace. 

49. On peut remarquer encore que les expressions que nous venons de 

donner ont lieu quelle que soit la position des lieux apparents de la comète 
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et du soleil; mais lorsque, comme nous l'avons supposé, les lieux de la 

comète sont peu distants entre eux, les arcs CC’, C/C” seront très-petits, et 
l'angle C’ compris entre ces ares sera peu différent de deux droits; il serait 

égal à deux droits si la terre et la comète décrivaient, dans l'intervalle de ja 

première à la troisième observation, des lignes droites, parce qu’alors les 

trois lieux apparents de la comète seraient dans un même grand cercle. Les 

sinus de CC’, C’C” et de (/ seront donc très-petits, et la quantité 

G — sin (CC) sin (CC) sin C’ 

sera très-petite du troisième ordre; mais les quantités 

T — sin ($C) sin (SC”) sinS, 

T’— sin (SC) sin(S'C") sin’, 

Fii:7 

ne seront que du premier; et comme d’ailleurs il n'entre dans la valeur de G 

que des quantités dépendantes des lieux apparents de la comète, au lieu que 

les quantités T, F”, etc., dépendent en partie des lieux du soleil, qui, étant 

donnés par les Tables, peuvent être regardés comme exacts ; 1! s'ensuit que 

la valeur de la quantité & sera toujours beaucoup plus sujette à erreur que 

celles des quantités T', ”, etc., et qu’ainsi il conviendra, autant qu’il est pos- 

sible, de l’éviter, comme nous l’avons montre dans l’art. 46. 

50. Nous remarquerons enfin que, comme l'observation d’une comète 

donne ordinairement son ascension droite et sa déclinaison, si l’on veut 

employer immédiatement ces données dans nos formules, 1l n’y aura qu’à 

supposer que les trois axes auxquels nous avons rapporté les rayons R, KR’, 

R”, dirigés vers la comète, et les rayons p, p”, p”, dirigés vers le soleil, soient 

dirigés, le premier vers l’équinoxe du printemps, le deuxième à angle droit 

sur le plan de l'équateur et suivant l’ordre des signes, et le troisième vers le 

pôle boréal de l'équateur ; alors nommant a l'ascension droite de la comète, 

d sa déclinaison dans la première observation, et de même x l’ascension 

droite du soleil, à sa déclinaison au même instant, il est facile de voir qu’on. 

aura 

{—smacosd, m—cosacosd, n—smd, 

A = sin & COs à, u — COS & COS 0, y —8in0.. 
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De là on aura (article cité) 

cos (CS) = {2 + mu + ny = cos (a — x) cos d cos à + sin d sin à, 

et, pareillement, 

cos (OS) — cos (a — «’) cos d’ cos à’ + sin d’ sin”, 

cos (08) = cos (a”— «”) cos d” cos à” + sin d” sin”, 

en marquant, comme nous l'avons fait, par un trait et par deux traits Îles 

quantités analogues qui se rapportent à la deuxième et à la troisième obser- 

vation. | 

On aura de la même manière 

cos (C0) — cos(a — a”) cos d cos d’+ sin d sin d”, 

cos (SS’) — cos (4 — x”) cos à cos d” + sind sin?” 

cos (OS”") — cos (a — x”) cos d cos d + sin dsiné”, 

et ainsi des autres cosinus. 

Si ensuite on substitue ces mêmes valeurs de /, m,n,l',m,n/, W,m',n”, 

dans l’expression de G, on aura | 

G— cos d cos d’ sin d”sin(a'— a) 
LA : ° . 

— cos d cos d” sin d’ sin («”— a) + cos d’ cos d” sin d'sin(a”— a) 
$ / W , 74 LT 

| sin(a — «)tang d'—sm(a — &) tang d 
_  : DU — cos d cos d' cos d Je | 

+ sin(a”— à )tang d 

et l’on en déduira les valeurs de T', T”, Tr”, en changeant a et d en x et à 
} 

en «et 9’, en +” et à”; celles de T,, T',, T°, en faisant les mêmes change- 
f " ° à 

ments sur a’ et d’, et celles T,, T,, T”,, en faisant ces mêmes changements sur 

a”, d”. On aura ainsi 

T — cos à cos d’ cos d” sin (a'— «)tang d'— sin(a"— «)tang d' 

+ sin (a”— a”) tang à 

,Fsin(a — a)tang d”— sin(a”— à) tango 
l',— cos d cos à cos d HEC 

+ sin (a — «)tang d 
. ! Q . 4 
sin(a/— a)tango — sin(a — a)tang d 

T,—= cos d cos d’ cos à Le | 
+ sin (x — a’) tang Ô 
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et pour avoir les valeurs de F”, …,, [°,, et de F”, 1, [,, il n’y aura qu à 

marquer, dans les expressions de T, T,, T,, les lettres « et à d’un trait et de 

deux traits. L 

Ïl est inutile d’observer que si, au lieu des ascensions droites et des déelinai- 

sons, on avait pour données les longitudes et les latitudes, il n'y aurait qu à 

substituer ces données à la place de celles-là dans les mêmes formules ; l'orbite 

se trouverait alors rapportée à l’écliptique, au lieu de l'être à l'équateur. 

31. Après avoir calculé ces valeurs, on caleulera celles des quantités Q, 

Q,, Q, par la formule de l’art. 42, et si l’on veut employer la méthode de 

l'art. 44, comme la plus courte, on aura tout de suite l’équation finale en r, 

dont la résolution ne sera pas difficile, en la réduisant pour la première 

approximation au quatrième degré. 
Si les intervalles entre les observations étaient égaux, on aurait # — 24, 

et, par conséquent, nm — 2, ce qui donnerait 

Q—= pT — 80 T'+ PT" = — Gp T'+ A°.pF, 

en désignant par la caractéristique 4° la différence seconde des quantités pF, 

p'E", p’T”, dans lesquelles 1l n’y a que les quantités relatives au soleil qui 

varient. Or, comme on suppose les observations peu distantes entre elles, 

les différences de ces quantités seront très-petites, par conséquent la diffé- 

rence seconde A?. pl" sera très-petite du second ordre et pourra être négligée 

vis-à-vis de la quantité finie — 69'T", ce qui réduira la valeur de Q à cette 

seule quantité, et l'on pourra faire les mêmes réductions sur les quantités 

analogues Q,, Q, ; de sorte qu’on aura simplement 

| fn la pe fast 
Q=— — 69P'T, Q—=—6pT;, Q;, = —6GpoT,, 

ce qui abrégera encore le calcul de la première approximation. 

À l'égard de la mesure du temps, comme ce temps doit être représenté 

par le mouvement moyen du soleil, si on veut l’exprimer en Jours moyens, 

il suffira de multiplier le nombre des jours et des décimales de jours par 

l'angle du mouvement moyen du soleil dans un jour, réduit en parties du 

rayon. Cet angle est de 59°8”,3, et donne en parties du rayon Île nombre 

0,0172021, par lequel il faudra done multiplier les intervalles de temps #, 

réduits en jours moyens. 
Méc. anal. 1. ) 
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CHAPITRE DEUXIÈME. 

SUR LA VARIATION DES ÉLÉMENTS DES ORBITES ELLIPTIQUES PRODUITE PAR UNE FORCE 
| 

D IMPULSION, OÙ PAR DES FORCES ACCÉLÉRATRICES. 

52. Un des premiers et des plus beaux résultats de la Théorie de Newton, 

sur le système du monde, consiste en ce que toutes les orbites des corps 

célestes sont de même nature, et ne diffèrent entre elles qu’à raison de la 

force de projection que ces corps peuvent être supposés avoir reçue dans 

l’origine des choses. Il suit de là que, si une planète ou une comète venait 

à recevoir une impulsion étrangère quelconque, son orbite en serait dérangée: 

mais il n’y aurait que les éléments, qui sont les constantes arbitraires de l'é- 

quation, qui pourraient changer: c’est ainsi que l'orbite circulaire ou ellip- 

tique d’une planète pourrait devenir parabolique ou même hyperbolique, ce 

qui transformerait la planète en comète. 

il en est de même de tous les problèmes de Mécanique. Comme les con- 

stantes arbitraires introduites par les intégrations dépendent de l’état initial 

du système, qui peut être placé dans un instant quelconque, si l’on suppose 

que les corps viennent à recevoir pendant leur mouvement des impulsions 

quelconques, les vitesses produites par ces impulsions étant composées avec 

les vitesses déjà acquises par les corps, pourront être regardées comme des 

vitesses initiales, et ne feront que changer les valeurs des constantes. 

Et si au lieu d’impulsions finies, qui n’agissent que dans un mstant, on 

suppose des impulsions infiniment petites, mais dont l’action soit continuelle, 

les mêmes constantes deviendront tout à fait variables. et serviront à déter- 

miner l'effet de ces sortes de forces. qu'il faudra regarder comme des forces 

perturbatrices. On aura alors le problème dont nous avons donné une solu- 

tion générale dans la sect. V, et que nous appliquerons 1ei aux orbites des 

plan êtes. 

$ EL. — Du changement produit dans les éléments de l'orbite d’une planète, 

lorsqu'elle est supposée recevoir une impulsion quelconque. 

53. Nous avons vu, dans le $ Il du chapitre précédent, comment on 

peut exprimer tous les éléments du mouvement elliptique d’une planète, par 
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dx dy dz 
des fonctions des coordonnées x, y, z, et de leurs différentielles — + À T° 

qui expriment les vitesses suivant les directions de ces coordonnées. Si donc 

on suppose qu'une planète, pendant qu’elle se meut, recoive dans un lieu 

quelconque de son orbite une impulsion qui lui communique les vitesses x, 

y, z suivant les mêmes coordonnées et tendantes à les augmenter, 1l n'y 

dd 
aura qu'à mettre dans les mêmes fonctions — + #, _ Hs Te z, à la 

ne dz ; 117 ee 
> ro n° € l’on aura les ia de la nouvelle ma que la 

planète Frais après l'impulsion. 

place de & 

Si, à la place des coordonnées rectangles x, y, z, on prend, comme dans 

l’art. 5, le rayon vecteur r, avec les angles d et 9, dont le premier, 4, soit 

linclinaison de r sur le plan fixe des x, y, et dont l’autre, ®, soit l'angle de 

la projection de r sur ce plan avec l’axe fixe des x, les expressions de l’orbite 

deviennent plus simples. | 

En effet, en substituant r cos d cos ®, r cos À sin ® et r sin À à la place de 

+, Y, 3, On trouve pour les éléments a, 6, h, 1, 

d.,.=2 7? (cos” d do? + dd?) + dr? 

De DENT 
* (cos d do? + dd” 1 RENE es 

g di 

___ sinpdÿ — sind cos ÿ cosdg 

ranÈr cose dŸ — sin ÿ cosd sinç do” 

vd? + sin°Ÿ cos’ do? 

EL 
: . : dr rd rd 
Dans ces formules, les expressions différentielles 7 ; _. et ii 

sentent les vitesses dans la direction du rayon r, dans une direction perpen- 

repr 6 

diculaire à ce rayon et parallèle au plan de projection, et dans une direction 

perpendiculaire à ce même plan. 

54. Prenons, pour plus de simplicité, le plan de projection dans le plan 

même de l’orbite, et supposons que la vitesse reçue par l'impulsion soit 

décomposée en trois, l’une suivant le rayon r, l’autre perpendiculaire à ce 

rayon dans le plan de l'orbite, et la troisième perpendiculaire à ce plan. Si 

8. 



60 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

l’on désigne la première par r, la deuxième par rœ et la troisième par ra, 

on aura les éléments de la nouvelle orbite après l’impulsion, en mettant dans 

les expressions précédentes dr + rdt, do + odt, di + ddt à la place de 

dr, do, di, et faisant À — 0, dif — 0; alors la position de la nouvelle 

orbite se trouvera rapportée au plan de l'orbite primitive. 

Soient À, B, H, I ce que les éléments a, d, h, t deviennent pour la nou- 

velle orbite, on aura | 

r[(do + o de} + dde] + (dr + rdt) I ee 2 

RS g dt? 

pr [dp+ dr) + ar] 
ed  . *? 

tang | — nee , 
de + odt 

ang — — tang ©, 

donc H — 9; en effet, il est clair que le nœud de la nouvelle orbite avec 

l'orbite primitive doit être dans le lieu où se fait impulsion. 
né | | d Lee, Pr 

Si l’on fait aussi d — 0 et " — o dans les expressions des éléments pri- 

mitifs a et b,ona 

et de là on tire 

5 rs. passant me ere ————… 

COS Vb FA _ 72 i b 

Vgdt 7° Vedt \ / 

En substituant ces valeurs, on aura les éléments de la nouvelle orbite 

exprimés par ceux de l'orbite primitive et par les vitesses r, r@, r) pro- 

duites par l’impulsion. 

55. Supposons maintenant qu'on demande l'impulsion nécessaire pour 

changer les éléments primitifs «a, b en A et B, et pour rendre la nouvelle 

orbite inclinée à la première avec l'angle 1; il ne s’agira que d'avoir les 

expressions ®, +, r en À, B, I et a, b, r. Les formules que nous venons de 
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trouver donnent 

cms 

he: VgBsinI 

per mo 
VgB cos! — Vgb 

D ee 7 
Fr 

- fa 1  B — fo 1  b 
d = VEVi-i-i-vevi-i-£ 

Soit & la vitesse imprimée par l'impulsion, et soient «, 8, y les angles que la 

direction de l'impulsion fait avec trois axes dont l’un soit le rayon r pro- 

longé, l’autre perpendiculaire à ce rayon dans le plan de l'orbite primitive 

et dans le sens du mouvement de la planète, et le troisième perpendiculaire 

au même plan ; on aura, par le principe de la décomposition, w cos x, u cos £, 

u cos y pour les trois vitesses suivant ces axes, lesquelles sont aussi celies que 

nous avons désignées par r, r@ et r À. On aura donc 

UCosS& = FT, u COS B— Tr, u cos y = r\; 

d’où l’on tire, à cause de cos” « + cos" 8 + cos” y =1, 

7 = Vr?+ r?@? + paie 

Done, si l’on fait, pour abréger, 

(4 

on aura 

_ À I I à VBÈ 
= \/e(f—i-i- a Cosi—2Ef ), 

mea) COS a = — V£; 

VBcosi—Vb /- cos £ _ V£; 

Ve jé 

Mais si l’on voulait rapporter la direction de l'impulsion à deux autres axes 

placés dans le plan de l'orbite primitive, dont l’un serait perpendiculaire et 
? LE s Û 

l’autre tangent à cette orbite, alors en nommant « l’angle que la perpendieu- 
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laire à l'orbite fait avec le rayon vecteur r, et dont la tangente est exprimée 

dr Da 96 
par 7rA les vitesses imprimées suivant ces deux axes seront par : 

rCose —r@sins et sine + r@COSe, 

la vitesse suivant le troisième axe perpendiculaire au plan de l'orbite ‘emeu- 

rant la même. Si donc on désigne par «” et par 8” les angles que la direction 

de l'impulsion fait avec ces nouveaux axes, on aura 

U COS «= Tr COS € — r@sine, 

u cos B'— rsines + rpCos s; 

Or ON à | 

Y am dr salés LL ‘e 

tang == rd9 = VE? 

d’où l’on tire, en substituant la valeur de f 

Vb 
SIN £ — j. , COS ES ee 

2 I V 2 E 
Lo tenu ie F St tnt, PR 

r & A a 

et de là on aura | 

F Vb — fYB cos . 
COS «a — 

TE I 
HN ne 

r a 

= I 
1 NrFf+VBbcosi r al r 

COS BL —— ——_—_—  — ——— |) \/g, 
E I ur NE 

r a 

ne 

— 2 I : Fe. | 
où l’on remarquera que V g V se él la vitesse dans l'orbite primitive. 

"À l'égard des signes ambigus des radicaux qui entrent dans ces formules, 

? 

on remarquera : 
7 dr . . : 

1°. Que f étant la valeur de La Cxprime la vitesse suivant le rayon r, 

dans l’orbite primitive, et que F exprimera la vitesse suivant ce rayon dans 

la nouvelle orbite; ainsi il faudra prendre ces quantités positivement ou 

négativement, suivant que les vitesses qu’elles représentent tendront à aug- 
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menter ou à diminuer le rayon r, c’est-à-dire à éloigner ou à rapprocher le 

corps du foyer ; 

b, ° = 74 | , 
2°. Que 2 étant égal à TS , représente la vitesse circulatoire autour du 

F 5 

dant à B ’ 
foyer dans l'orbite primitive, et que de même - représentera la vitesse cir- 

culatoire dans la nouvelle orbite, et de cos Ï sera cette vitesse circulatoire 

rapportée au plan de l'orbite primitive. Ainsi, en prenant 4/b positivement, 

il faudra prendre l’autre radical VB positivement ou négativement, suivant 

que la nouvelle orbite sera, par rapport au plan de l'orbite primitive, dans 

le mème sens que dans cette orbite, ou en sens contraire, c’est-à-dire suivant 

que le mouvement dans la nouvelle orbite sera direct ou rétrograde, relati- 

vement au mouvement dans l'orbite primitive. 

56. Lorsqu'on voudra appliquer ces formules aux planètes et aux co- 

mètes, ou fera g — 1, en prenant la distance moyenne de la terre au soleil 

pour l'unité des distances, et la vitesse moyenne de la terre dans son orbite 

pour l'unité des vitesses. Cette vitesse est à peu près de 7 lieues, de 25 au 

degré, par seconde. La vitesse d’un boulet de 24, au sortir du canon, est 

d'environ 1400 pieds, ou 233 toises par seconde, laquelle est aussi à peu 

près celle d’un point de l'équateur dans le mouvement diurne de la terre, 

celle-ci étant de 238 toises par seconde. Donc si, pour rendre nos estima- 

tions plus sensibles, nous prenons pour unité cette vitesse d’un boulet de 24, 

laquelle est à peu près d’un dixième de lieue, la vitesse de la terre dans son 

orbite sera exprimée par le nombre 70; par conséquent, il faudra multiplier 

par 70 la valeur & de la vitesse d’impulsion. 

Voyons quelle peut être la plus grande valeur de &. 

En nommant l’excentricité de l’orbite primitive, et ® l'anomalie vraie 

qui répond au rayon r, on a (art. 45) 

b Ne a(i— e). 

1+eCcos®  1+ecoso? 
CD mmemnns 
ES 

donc 
I ET ch 

ss 
men RS NE EEE DE TES LATE SE AEC TEE PEN - © mers 

a r(1+ ecoso) 

#7] 
2 € A ‘ 

, et de même la plus petite valeur 
. S : : I Ï — 

Ainsi la plus petite valeur de - sera - 
re “à 
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IL — EF | | : CE f | e 

de L sera , en nommant E l’excentricité de la nouvelle orbite. Donc 
y À 

I ï 5 E.4e 
la plus grande valeur des termes : — 7 ;sera ——— ; et cette expres- 

sion aura lieu aussi pour les orbites hyperboliques où E et e surpasseraient 

l'unité. | 
; | b | | Par les mêmes formules, on a I + € COS ÿ, dont la plus grande valeur 

+ D k 
est 1 +e; la plus grande valeur de = sera de même 1 + E; donc la plus 

Bé G+E) (i+e) … 
erande valeur de ie sera “UE DES mais il est facile de prouver que 

ei 
D E+e 

Vi+E) (1+e) Rue 

donc on aura toujours 

, car la différence de leurs carrés est L( D) 

2 VB 2+E+e 
SE Fr 7 

il faut encore chercher les plus grandes valeurs de f'et F. Or les plus 

| 1 b , 1—€ 2 € 
petites valeurs de - et de -; étant —— » la plus grande valeur de f'sera / + 

| ; EF 
et de même la plus grande valeur de F sera V =: 

Donc, puisque dans les expressions de w, 1/b, V B, jet F peuvent avoir 

les signes + où —, en prenant positivement les termes qui contiennent ces 

radicaux, et donnant aussi à cos Ï sa plus grande valeur 1, on aura 

2 V RATE RNT TS 

Cette limite se réduira à " + lorsque l'orbite primitive sera circulaire 

où presque circulaire comme celle des planètes, et que la nouvelle sera para- 

bolique comme celles des comètes. 

57. Les principales circonstances du mouvement des planètes autour du 

soleil nous portent à croire qu'elles ont eu une origine commune; c’est le 

contraire pour les comètes ; elles n’ont de commun entre elles que le mou- 

vement dans une parabole, ou, en général, dans une section conique, et elles 

paraissent avoir été jetées au hasard dans l’espace. 

Ne peut-on pas supposer que la cause qui a produit nos planètes en à 

produit en même temps un plus grand nombre d’autres placées au delà de 
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Saturne, et décrivant des orbites semblables, comme Üranus, mais dont 

plusieurs seront devenues ensuite comètes, en éclatant par une explosion 

interne; car une planète étant brisée en deux ou plusieurs morceaux, par la 

force de l’explosion, chacun de ses morceaux recevra une impulsion qui lui 

fera décrire une orbite différente de celle de la planète; et pour que cette 

orbite soit parabolique, il suffira (”) que la vitesse imprimée par l’explosion 

ER 6 < TS 
n'excède pas 70 / - lois celle d’un boulet de canon. Pour Saturne on à 

r—9, et pour Uranus r — 19; en supposant r — 24, il suffira d’une 

vitesse moindre que 35 fois celle d’un boulet qui n’est produite que par une 

poignée de poudre. 

L'hypothèse d’une planète brisée par une explosion interne a déjà été 

proposée par M. Olbers, pour expliquer la presque égalité des éléments 

des quatre nouvelles planètes; et ce qui pourrait la confirmer, ce sont les 

variations de lumière qu'on observe dans ces planètes, et qui, en indiquant 

un mouvement de rotation, imdiquent en même temps que leur figure n’est 

pas de révolution comme celles des autres planètes: que, par conséquent, 

elles ne pouvaient pas être fluides, mais qu’elles devaient être déjà durcies 

lorsqu'elles sont devenues planètes comme elles le sont dans l’état actuel. 

Si l’on suppose l'orbite primitive circulaire, et l'orbite changée par l’ex- 

plosion, ellipiique mais peu différente d’un cercle, et peu mclinée au plan de 

l'orbite primitive, et qu'on n'ait égard qu'aux premières dimensions de l’ex- 

centricité E et du sinus de l’inclinaison 1, on à 

…. VE? (sin? ® tcos D} 6m l 
= ———— 

Vr 
E sin ® E cos D sin À 

COS = —— ; COS 6 = - — ; COS y = ——; 
u Yr ouVr u Vr 

l'angie ® étant celui que ie rayon r fait avec le raÿon du périhélie. 

Ainsi, puisque les excentricités et les inclinaisons des planètes ne gardent 

eutre elles aucune loi, et n’ont de commun que leur petitesse, on pourrait 

supposer que les orbites des planètes ont été circulaires dans leur formation, 

0 NN . « . 6 . , 

(*} C'est-à-dire, 11 n’est pas nécessaire que la vitesse excède 70 VE fois celle d’un boulet de : 

canon.  {/. Bertrand.) 

Méc. anal. TI. 9 
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et qu’elles sont devenues ensuite elliptiques et inclinées par l'effet de petites 

explosions internes. En effet, si un petit morceau m de la masse M d’une 

planète en avait été détaché et lancé avec une vitesse V capable d’en faire 

une comète, la planète n'aurait recu en sens contraire qu’une petite vitesse 

Pues rui aurait pu changer son orbite circulaire en elliptique et inclinée 
M—m q P D | puq ? 

comme celles de nos planètes, et la même impulsion aurait pu produire aussi 

quelque changement sur sa rotation, comme nous le verrons plus bas. 

S IT. — Wariaiions des éléments des planètes produites par des forces 

perturbairices. 

58. Supposons maintenant que les impulsions qui changent les constantes 

arbitraires soient infiniment petites et continuelles ; ces constantes devien- 

dront variables, et l’on pourra, de cette manière, réduire l’effet des forces 

perturbatrices des planètes aux variations des éléments de leurs orbites. 

Soient X, Ÿ, Z les forces perturbatrices décomposées suivant les direc- 

tions des coordonnées rectangles +, y, z, et tendantes à augmenter ces 

coordonnées ; ces forces engendreront pendant l'instant di les petites vitesses 

| Le #8 : | dx dy dz 
À dt, Ÿ dt, Ldt, qu'il faudra ajouter aux vitesses » ere Lars 

sion de chacun des éléments &, b, ce, etc., comme dans l’art. 52. Mais comme 

, dans l’expres- 

ces vitesses additionnelles sont ici infiniment petites, elles ne produiront 

dans les éléments que des variations infiniment petites, qu’on pourra déter- 

miner par le calcul différentiel. 

Faisons, pour abréger, 

dx re 2 dy = / dz _ 2 

Ah NS. Rod ie 

; 147 . ; & , ; f 

chacun des éléments sera exprimé par une fonction donnée de x, y, 2, #, 

>”, 3". Soit a un quelconque de ces éléments, on aura sa variation da, en 

augmentant +’, y , = des quantités infiniment petites X dé, Y dt, £dt; on 

aura ainsi 

_et l’on aura de pareilles équations pour les autres éléments de l'orbite 6, e, 

PR PE D 
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Pour faire usage de ces équations, il faudra substituer à la place des va- 

riables x», y, z, x’, y", z' leurs valeurs en # et en a, b, c, ete., données par 

les formules trouvées dans le premier chapitre; on aura ainsi autant d’é- 

quations du premier ordre entre le temps # et les éléments à, b, c, ete., 

devenus variables, qu'il y a de ces éléments, et il ne s’agira plus que de les 

intégrer. 

Si l’on voulait introduire directement les forces perturbatrices dans les 

équations de l'orbite primitive (art. 4), il joies sr La respective- 

ment les quantités X, Y, Z aux termes Re _ RT 5° RE - de ces équations. 

Ainsi on peut regarder les équations dés AS " nouvelles variables 

a, b, c, ete., comme des transformées des équations en x, y, z; mais ces 

transformations seraient peu utiles pour la solution générale du problème. 

Leur grande utilité est lorsque la solution rigoureuse est impossible, et que 

les forces perturbatrices sont très-petites ; elles fournissent alors un moyen 

d'approximation que nous avons exposé d’une manière générale dans la 

sect. V. 

59. Cette approximation, fondée sur la variation des éléments, est sur- 

tout applicable aux orbites elliptiques des planètes, autant qu'elles sont 

dérangées par l'action des autres planètes, et les géomètres l'ont souvent 

employée dans la théorie des planètes et des comètes; on peut dire que ce 

sont les observations elles-mêmes qui l’ont fait connaître, avant qu'on y eût 

été conduit par le calcul; elle a l'avantage de conserver la forme elliptique 

des orbites, et même de supposer l’ellipse invariable pendant un temps infini- 

ment petit, de manière que non-seulement le lieu de la planète, mais aussi sa 

vitesse et sa direction (*) ne soient point affectées de la variation instantanée 

des éléments. 

En effet, en regardant les coordonnées x, y, z comme des fonctions du 

temps et des éléments &, b, ce, ete., devenues variables, on a, par la difié- 

rentiation, 

dx 
de = + — da a + % db + D At 

CEE 

(*) C'est-à-dire la formule qui exprime la vitesse et celles qui font connaître la direction du mou- 

vement. (J. Bertrand.) 

9: 
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et 1l est facile de prouver que la partie qui contient les variations da, db, ete., 

devient nulle par la substitution de la valeur de da donnée ci-dessus, et des 

valeurs semblables de db, de, etc. Car, en faisant ces substitutions dans les 

termes e d ce a gp 
Ÿ, 4, on aura 

{ dx da 
\ da ax 

{ dx da 

\da dy 
(FE da 

da dz 

db +. 

dx db 

Ab de 
dx db 

dx db 

db dz' 

dx dc 

dx dc 

dx dc 

dc dz! 

,, €t ordonnant par rapport aux quantités X, 

.\Xdi 
7 

\Vd 
j 

….)Zdt 

Mais en regardant d’abord x, y, z, x”, y", z' comme fonctions de «&, b, 

c, h, 1, k, et ensuite a, b, €, etc., 

dx — 3 da db . A 

comme fonctions de x, 7,2, x”, etc., on a 

bise 

dy = Ÿ da + Ÿ db + Ÿ de + Ÿ É dh + | 

da SRr 

db = Ÿ ? da +rd+T + 

+ Ti AA + ..., 

7 D AS EE 

Substituant dans l'expression de dx, dy, etce., ces valeurs de da, db, ete., 

a doit avoir des équations identiques; par conséquent, 1l faudra que les 

termes affectés de dx”, dy", dz', dans les expressions de dx, dy, dz, devien- 

sent nuls, ce qui donnera, par rapport à dx, les équations identiques 

dx da 

da àx' 

dx da 

da dy’ 

dx db 

db dx’ 

dx db 

db dy! 

dx dc 

de dx 

. dx de 
ns de 

dx dc 

de dz! 
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{On aura donc simplement dx — Tr dt, et l’on trouvera de la même manière 

d d | si 
de e 7 Ve ee dt, comme si les constantes à, b, c, h, etc., ne variaient 

point. 

60. Lorsque les forces perturbatrices viennent des attractions d’autres 

corps fixes ou mobiles, et que ces attractions sont proportionnelles à des 

fonctions des distances, alors si l’on désigne, comme dans l'art. 8 de la 

sect. V, par — Q la somme des intégrales de chaque force multipliée par 

l'élément de sa distance au centre d'attraction, et qu’on regarde la quantité Q 

comme fonction de x, y, z, les forces X, Ÿ, Z sont de la forme 

| 1Q 
IN = 9 = Pass ; 

7 Az ? 

je donne lei le signe + à la quantité Q, parce que j'ai supposé que les forces 

X, Ÿ, À tendent à augmenter les distances x, y, z, au lieu que, dans les 

fonctions — Q, les forces perturbatrices, dirigées sur des centres, sont sup- 

posées tendre à diminuer Îles distances des corps à ces centres. 

Dans ce cas, qui est celui de la nature, les variations des éléments a, b, c 

peuvent s'exprimer d’une manière plus simple, en employant, au lieu des 

différences partielles de Q relatives à x, y, z, ses différences partielles rela- 

tives à a, b, ce, ete, après la substitution des valeurs de x, y, z en t et a, 

b, ce, ete.; c’est cette considération qui a fait naître la nouvelle théorie de ia 

variation des constantes arbitraires. 

51 l’on regarde x, y, z comme fonctions de a, b, c, etc., on aura 

d® __dQ da dQ db  dQ de 
A le Vo ub ln A di | ns 

49 __dQ da, dû db, dde | 
D cd di dd de dr 

710) d da dQ db dQ de 
sl me 

De D nee à bide le to 

et ces valeurs étant substituées dans l'expression de da de l'art. 58, à la place 
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de X, Ÿ, Z, elle deviendra 

Haies da da da da da da dQ 

=(oatwptwE)e 
/ da db da db da db\dQ di 

Pa an dde d)d 
da de da dc da dce\dQ 

de dx dy dde da) de de, 

; +. d'A 
On peut faire disparaître de cette expression les termes multipliés par —; 

da 

par la considération que Q ne contenant point les variables æ°, y’, z', on a 

dQ  dQ da dQ db dQ dc 

ie de D de Ie da M0 ro Où 
dQ _ dQ da  dA db dQ de …L 
Dé dard à db dé de ete ee 
da _dQ da dQ db da de es 

un die VOD dec 0 a da 

Donc, si l’on soustrait de la valeur de da la quantité 

{da da dQ da dQ LT 
es ms 

dx dx dy dy | de de 

qui est nulle, on aura 

es RS ee Om et ne One ee 

de dx dd dé de dx de dd dde 
da dc da de FA da de da dc da dc da de \d@ he 

de dx dy dy de de dx de dj de de 

da db da db da db da db da db da db \4Q 
da — ( te di 

Cette expression de da est en apparence plus compliquée que la formule 

primitive d’où nous sommes partis: mais elle a, d’un autre côté, le grand 
aQ dQ | à 
n° gs EC. devien- 

nent indépendants du temps #, après la substitution des valeurs de x, y, z, 

avantage que les coefficients des différences partielles 

x", y", 2, entet a, b,c,etc., données par le mouvement elliptique de la 

planète, comme on peut s’en assurer par la différentiation, en faisant varier 

le temps & dans les coefficients. 
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61. En effet, puisque a est censé fonction de t, x, y, z, «', y”, z', et que 

dy x / / / ‘ à | “ dx / / 
, V2, &,Y,2Z varient aussi avec é, de manière que TX =); 

dz st é dx" dN dy! dV dz! dV RU 
ir 9 rt: } pa = —— dy? ps = —— PE > par les cqua IOnNS 

différentielles du problème (art. 4), il s'ensuit qu’on aura, en différentiant 

par rapport à f, 

| d’a d° a EUR se ee d° «& / d? & / 

da | dx di” dx? 

/ 

FT dy) À dxde 
ns ee OMS cm ngenne ee EE RES 

dx dx! dx dx dy" dy dx dz'" dz 

Mais à étant une des constantes arbitraires introduites par l'intégration des 

mêmes équations, sa différentielle relative à £ doit devenir identiquement 

RE D. 
nulle par les mêmes valeurs de 0 rs ON aura donc 

da da y. da y, da rs da dV da dV da dV 
Tu TD) TE de de dd dj ds de = 0, 

équation identique qui subsistera, par conséquent, en faisant varier séparé- 

ment. æ, Y, 2; &', V2. | 

Faisons varier +; on aura donc aussi 

d'a d°a so d°a ea d°a pe d'a dN d'a dN 

dd dé * dy) 7 dxds® — dde de dd 
d'a dV da d'V da d'NV da d’V 

——— mm mme ee tee nn es, ns et Om ne nm memes 

diode de dx dx dj dxdy de dxdz °° 

Donc la valeur de la différentielle de : se réduira à 

da da d?V da d?V da d?V di 

dx — \ dx! dx? dy' dx dy dz' dx dz 

On trouve de la même manière 

da da d°V da d°’V da d?V 7 

dy — dx did dt de de dde) 

da (ss d°V da d?V da d°V 

ee alaede i dede dan jee 
\- 
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On aura ensuite 

d’a d'a ” da / da 1 
2 da dx’ di Le dx dx!" a dy dx’ D dz dx lé 

D d'a dV d'a dy d'a dV 

dx dx — dx dy AN — di de! de! 

Mais en faisant varier x” dans l'équation identique da — o, et observant que 

la fonction V est supposée ne pas contenir les variables +’, y’, z!, on a 

d°a da dé :; d°a / d'a y 

dx' di dx 

a en PERLES te ren RO es emmenmees 

dx® dx  dx'dy! dy dx'dz' dz Dhs 

donc on aura simplement 

da __ de 
dx! dx 

et l’on trouvera de la même manière 

d d de = — dt, 
dy dy 

da da 
de ES dz dt. 

| | Mt eh, … 16 dè 
On aura des expressions semblables pour les différentielles d': _—. d : _ 

. 22 

db dt db er 0 d. = , d:. Te d. ne d: Tr en changeant seulement a en b, et ainsi cour 

les autres quantités semblables. 
Re rire | da SA ue, 

Si maintenant on différentie ie coefficient de Tr dé dans l'expression de 

da de l’art. 60, et qu'on y substitue les valeurs qu’on vient de trouver pour 
oi ds de in VE AB | | 

les différentielles de T D _ ) To sr TT on verra d’abord que les 
x dy 

; re 7 da db da db da db 
termes qui contiendront les différentielles de dede dit da * der 

dx” dx 

se détruiront mutuellement, et que les termes qui contiendront les différen- 
| db / - 7. 

tielles de Æ, À , ete ., étant ordonnés par rapport aux différences partielles dx dx 

de V, se détruiront aussi mutuellement dans chacun des coefficients de ces 

différences partielles. 
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of 

k 

#49 À M dQ 
D'où l’on peut conclure que le coefficient de PR dans l’expression de da, 

sera constant à l'égard du temps £, et ne pourra être qu’une fonction de a, 

b, c, etc., après la substitution des valeurs de x, y, z, &”, y", z" en a, b, 

ce, ete., et t; de sorte que la variable # disparaîtra d'elle-même, et qu'il suf- 

fira d’y substituer les valeurs de æ, y, z, x’, y”, z! qui répondent ou à {—0, 

ou à une valeur quelconque de £. | 

On prouvera de la même manière que £ disparaîtra des autres coefli- 

cients des différences partielles de Q, dans la même expression de da. Aïnsi 

la variation de «a sera représentée par une formule qui ne contiendra que les 

différences partielles de Q par rapport à b, c, ete., multiphiées chacune par 

une fonction de «a, b, c, ete., sans t. Et la même chose aura lieu à l'égard 

des variations des autres constantes arbitraires b, c, À, etc. 

Ce résultat important, que nous venons de trouver à posteriori, n'est 

qu'un cas particulier de la théorie générale de la variation des constantes 

arbitraires, que nous avons exposée dans le & IT de la sect. V, et nous au- 

rions pu le déduire immédiatement de cette théorie; mais nous avons cru 

qu'il n'était pas inutile de montrer comment on peut y arriver, en partant 

des formules qui donnent directement les variations des éléments dues aux 

forces perturbatrices, et surtout comment ces variations acquièrent une 

forme simple et élégante par la réduction des forces perturbatrices aux dif- 

férences partielles d’une même fonction, relatives à ces mêmes éléments 

regardés comme variables. 

62. Nous avons supposé, dans l’art. 60, que les forces X, Ÿ, Z pou- 

vaient s exprimer par les différences partielles d’une même fonction Q, rela- 

tives à +, y, z. Cette hypothèse simplifie le calcul, mais n’est pas absolument 

nécessaire pour son exactitude, puisque les équations différentielles sont tou- 

jours indépendantes de la nature des forces accélératrices du mobile ; il s’agit 

seulement de savoir ce qu’on doit substituer à la place des différences par- 

tielles de Q relatives aux constantes arbitraires a, b,c, etc. Or ces constantes 

n’entrent dans la fonction Q que parce qu'elles entrent dans les expressions 

des variables x, y, z, dont Q@ est supposé fonction; ainsi on aura 

d@  dQ dx dQ dy | dQ dz 

da — dx da dy da Ÿ dz da’ 

Méc. anal, II. | 10 
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; : SL dQ dE dQ Se 

et remettant X, Ÿ, Z à la place de dr dr de On aura 

dQ X dx y dy 7 dz 

di: da ‘da de 

quelles que soient les valeurs de X, Y, Z. il en sera de même à l'égard de 

dQ d4Q 
nd re etc., en changeant a en D, c, etc. 

En général, si l’on dénote par la caractéristique à les variations de Q rela- 

tives aux constantes arbitraires a, d, ce, etc., on aura 

0Q — Xôx + Vôy + Zôz; 

et si l’on suppose que les forces perturbatrices soient R, Q, P, etc., ten- 

dantes à des centres dont les distances respectives soient r, q, p, ete., ee 

qui donne 

— dQ = Rdr + Qdq + Pdp + ...; 

on aura aussi, relativement aux constantes arbitraires, 

— 00 = Rôr + Qiq + Pôp + .... 

Je donne ici à dQ le signe —, parce que les forces R, Q, P, etc., sont sup- 

posées tendre à diminuer les distances r, q, p, etc., au lieu que les forces 

X, Ÿ, Z sont supposées tendre à augmenter les lignes +, y, z, comme nous 

l'avons déjà observé dans l’art. 69 (”). 

63. Pour appliquer les formules générales de l’art. 48 de la section citée, 
4 él aux éléments d’une planète, il n’y à qu’à considérer que les coordonnées x, 

y, z étant mdépendantes, doivent être prises pour les variables £, 4, ©; et 

comme il n'y a qu'un seul corps mobile dont la masse m peut être supposée 

égale à l’umité, on aura simplement, comme dans l'art. 5, 

TT LL dx? + dy° + dz? . 24 y°+ 212 | 

o A à 3 

donc 
boss Abe AD. 4 
M tr ie) qu? 

1x Lun 23 ‘: Le : ï “ 3 e : : À > s ? : ( ) L'introduction de la fonction & dans un raisonnement relatif au ras où cette fonction n'existe 

pas, donne à ce paragraphe une apparence d’obscurité qu’un peu d'attention fait néanmoins dispa- 
A 

raitre, (7, Bertrand.) 
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Ainsi les constantes &, GB, y et À, «, v, qui représentent les valeurs de +, 7,2 

et de +”, y”, x lorsque £ — o (art. 1%, sect. V}, seront ici x, y, z, x”, y”, 

z' (art. 5i les variati des élé b deviend le À: À " (art. st), et les variations des eiéments &@, 0, ©, etc., deviendront de la 

Le our 
1OFIRC 

1Q 1 {2 1 da=| (a, 8) 7 + (a, 0) 7e +... [dr, 

| 110 120) db=|— (a, 6) Ge + (6,0) +. lde 

les coeflicients représentés par les symboles (a, b), (a, c), ete., étant expri- 

da db da db da db da db da db da db 
(a, db) = + — Le Rte PES Frs TERRE LU NES PR PE 7e QE a ER T Q PET PSS PRESENT 9 

dx dx dy’ dy dz dx dx dx dy dy dz dr) 

, da dc da de da dc da dc da dc da dc 
d, C) — ; Fu rade ZX dx ‘dy dy di da dx dy dy dy di dr 

On voit que ces expressions de da, db, ete., coïincident avec celles que 

nous avons trouvées ci-dessus (art. 60), si ce n’est qu’à la place des lettres x, 

y,zil ya les ietires x, y,2z, qui représentent les valeurs de x, y, z lorsque 

est égal à zéro, ou à une valeur quelconque, puisque le commencement du 

temps £ est arbitraire, ce qui revient au même, parce que les coefficients 

(a, db), (a, ce), ete., devant être indépendants de é, Îles pig 0 cs éte 

doivent être les mêmes fonctions de x, y, z, æ”, y”, z° que de x, y, 2, x, 

ns 

54. Üomme les quantités x, y, z, x”, y’, z sont aussi des constantes arbi- 

traires, on peut les prendre à la place des six constantes &, b, ©, ñ,1,k. 

Changeant done «a en x, b en x”, c en y, ken y’, on aura 

/ | / FX mue, 
(RX)=—-1,  (y)=—-x, (Z,2)=—1, 

et tous les autres coefficients (x, y}, (x, z), (x", y}, etc., deviendront nuls; 

de sorte que les variations de x, y, z, x”, y”, Z seront représentées par ces 

formules très-simples, 

1Q 1Q 
des 2 dh dy = — © dt, de = — 7 di, 

dx’ dy’ d3 

dx = — de, dy'— Li d : TT d, 
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lesquelles résultent aussi de celles auxquelles nous sommes parvenus direc- 

tement dans l’art. 44 de la sect. V ; ainsi il y aurait toujours de l'avantage à 

employer ces constantes à la place des autres constantes «&, b, c, etc. pl 9 2 

Mais quelles que soient les constantes &, b, c, etc., elles ne peuvent être 

cçue des fonctions des constantes x, y, z, x’, etc.; donc, réciproquement, on 

peut regarder celles-ci comme fonctions de celles-là. On aura ainsi 

dQ  dQ dx dQ dy Pi 4Q dz aQ dx! je 4dQ dy’ dQ dr 

da dx da dy de dz da dx! da dy! da dz' da ? 

ee IQ 4Q ee r 1. 
donc, substituant les valeurs de =) di etc., de l’article précédent, on 

aura 

dQ ls : ha = dr + Ta ee ose de 
da 

Or x, y,z, x’, ete., étant fonctions de a, b, c, ete., on a 

dx dx 
di did de dé 4, 

y dx dx _ dx dx — = da -- TE db — 7. dé +. 

Substituant ces valeurs et ordonnant les termes par rapport aux variations 

da, db, de, etc., on aura 

de — [a, b] db d he] di __ t—|a,b]db+{a,c|dc+{a,h]dh + 

où les symboles [ a, b|, [a, c|, ete., sont exprimés par ces formules : 

dx dx! dy dy’ dz dz' dx! dx dy’ dy d2' dz 

[a b]— da Ab ie db «1 da db da db da db da db’ 

dx dx! dy dy’ dz dz! dx' dx dy" dy dz' dr 
—— mme OS nt Os sas es mt RS ee ms 

a, c | da de. 0 da de + da dc da dc da de da dc’ 

On aura de même, à cause de 1b, a | ee [ a, b, 

D dt= —[a, b|da + pb, c | de + [b, A] dh + — 

Lb, el __dx dx dy dy dr dy  dx'dx dy dy ds ds 
PR RE bu de — db de de 0. 
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et ainsi de suite, en changeant simplement les quantités a, b, c, h, x, k entre 

elles, prises deux à deux, et en observant que l’on a, en général, 

[8,a]= — {a b]; 
de sorte que la valeur des symboles ne fait que changer de signe par la per- 

mutation des deux quantités qu'ils contiennent. 

Si l’on compare les valeurs de ces symboles marqués par des crochets 

carrés avec celles des symboles analogues marqués par des crochets ronds 

(art. 63), on y remarque une analogie singulière, qui consiste en cé qu’elles 

sont exprimées de la même manière en différences partielles de a, b, ce, ete., 

relatives à x, x”, y, ete., ou de x, x”, v, relatives à à, b, c, etc. 

65. Ces dernières formules sont celles que j'avais trouvées directement, 

dans mon premier Mémoire sur la variation des constantes arbitraires (*), et 

elles résultent aussi immédiatement de la formule de l’art. 4% de la sect. V, 

laquelle, en faisant les substitutions indiquées ci-dessus (art. 64), se réduit à 

A.Qdt = AxÔx + AyÔy + AZÔZ — Ax'Ôx — Ay'Ôy — AZ ÔZ. 

Dans cette formule, les différences marquées par à doivent se rapporter aux 

variations de toutes les constantes arbitraires a, D, c, etc.; mais les diffé- 

rences marquées par À peuvent se rapporter à la variation de chacune de ces 

constantes en particulier (art. A0, section citée). Ainsi on aura, en rappor- 

tant la caractéristique A successivement à à, b, c, etc., 

d'y / dzs ; dx! dy’ 
+ ÔY + Tr ÔZ — —— 0x 

. dz’ 

da Te DL OY 7 07, 

et de même en changeant a en b, c, etc. 

Mais on a 
dx AUX 55 dx 

me dx! dx! 
Ôx = da + = db + = de + Lens 

et de même pour 5y, èy’, z, dz'; en faisant ces substitutions, on à pour 

4Q dQ k ; : 
Te) mp? EC. les mêmes formules trouvées ci-dessus, 

(*) Voyez les Mémoires de la première Classe de l’Institut pour 1808. (Note de Lagrange.) 
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Mais une conséquence importante qui résulte de ces penis c'est que 

la variation de la fonction Q, en tant qu’elle dépend de celle des éléments a, 

b, ce, ete., est toujours nulle. En effet, si dans la différentielle 

as _ 492 a 
db + C+..., 

ab 

G C L. DE C2 e À 

tous Les termes se détruisent, ce est un résultat très-remarquable. 

86. Comme la solution du problème principal dans lequel on n’a point 

égard aux forces perturbatrices doit donner les valeurs des variables x, y, z 

en £, avec les constantes arbitraires &, b, ©, ete., 1l n’y a qu’à faire d’abord 

t— 0 dans ces valeurs et dans celles de leurs différentielles relatives à #, et 

prendre ensuite leurs différences partielles relatives à a, b, e, etc. On a ainsi 

faci ser" les coefficients des différences da, db, ete., dans les valeurs de 

ae 
1 

AE) 

Dar des PES linéaires, comme je l'ai pratiqué dans le Mémoire cité, 
LL 

à l'égard des éléments des planètes. 

À cet égard, les formules de l’art. 6% paraissent avoir de l’ avantage, en 

dé, ed ,ete., et il ne s’agit plus que de chercher ces différences mêmes 

ce qu’elles donnent directement les mêmes différences ; mais elles demandent 

d'abord qu'on ait les expressions des constantes arbitraires à, b, e, ete., par 

les ve x, Y, & et leurs différentielles, ce qu, dans plusieurs cas, ne 

peut 8 "obtenir que par des éliminations d’un genre supérieur aux linéaires : 

ensuite, après avoir pris leurs différences partielles relatives à x, y, z, x”, 

y”, 2, il faut y remettre les valeurs de ces variables en à, b, c, ete., puisqu’en 

dernière analyse les coefficients (a, b), (a, ce), etc., doivent devenir des fonc- 

tions de a, b, c, etc., sans #, ce qui constitue l'essence et la force de cette 

analyse. 

Quoi qu’il en soit, ayant donné, dans le K f, des expressions fort simples 

des coordonnées x, y, z, en tet a, b, ©, h, 1, k, nous y appliquerons les 

formules du dernier article, pour en déduire les variations des éléments a, 

b,e, etc., comme nous l'avons pratiqué dans le Mémoire cité, parce que le 

caleul par ces formules acquiert une simplicité et une élégance qu'il n'aurait 

pas, à beaucoup près, par les autres formules. 
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67. Reprenons les expressions de x, y, z données dans l'art. 48, 

T—aX+BY, y—axX+B,Y, 2—a,À—+p,Y, 

dans lesquelles (art. 17) 

X — a(cos — e), V — ay/1 — e sinb, 

l'angle Ÿ étant déterminé par l'équation (art. 16) 

pe /T (2—esin8) 
Le) 

Ces formules ont l'avantage que les trois éléments de l'orbite &, b, « ne se 

trouvent que dans les quantités variables X, ŸY, et sont, par conséquent, 

séparées des trois autres éléments h, z, À qui dépendent de la position de 

l'orbite, et dont les coefficients +, 8, «", etc., sont fonctions (art. 13). 

Considérons d’abord la formule 

dx dx’ dy dy’ dz dz° ” dx" dx dy' dy dz! dz 

da db da db a da db da db da db da db’ 

et substituons-y les valeurs de x, y, z données ci-dessus ; en faisant 

NU dX Mr dY 

7 7 dt 

on aura pour &’, y’, z les mêmes expressions, où les quantités X, Ÿ seront 

marquées d’un trait; et comme les constantes a, b n’entrent que dans X 

et Ÿ, on aura 

Dee AR a 4Y dx! _: =:4X, av 
FE da F da? ie da Pos 

dx “4x dY dx! dX!  dY! 

ta PE da td: 

et changeant «, $ en «,, 8, et en «,, G,, on aura les valeurs de - 2 7» Etc. 

Ces différentes valeurs étant substituées dans la formule précédente, et 

ayant égard aux équations de condition 

3 2 2r.te. 2 R? LS S A 1 Ha ati, + +fB;—=1, apf+af,+af,—0o, 

qui ont lieu entre les coefficients &, 8, «,, ete. (art. 14), cette formule se 
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réduira à la forme 

dX dX' dY dY" d X' d'X dY' dY 

db US A0 D de ie 

où l’on voit que les quantités x, fi, «”, etc., qui dépendent de la position de 

l'orbite, ont disparu. 

On aura un pareil résultat par rapport aux différences partielles relatives 

à e, et il n’y aura qu’à changer dans la formule précédente a et b en c. 

Si donc on substitue dans X, Y, X”, V’ leurs valeurs en £, qu'ensuite on 

fasse £ égal à zéro ou à une quantité quelconque déterminée, et qu’on désigne 

par X, Ÿ, X’, Y’ ce que X, Y, X”, Ÿ’ deviennent, on aura (art. 64) 

px dx, dre _dx'aX d'a 
BE a ue db! 

et l’on aura de même les valeurs de [a, c|, [b,c|, en changeant b en c et 

a en b dans les différences partielles. 

68. Or ona 

X = a(cosû —e),  Y — ay/1— e*sinô; 

| dY 
donc, puisque X'— . LU > ON aura 

. _n d6 
X'= -— asmb—: Y'=ayi—e cos) T. 

Mais l'équation 

(é — c) V5 —86— esiné 

donne, par la différentiation, 

VE 
do a 

dt 7 1 —e cos0? 

donc on aura 

x'— VE sin 0 = VE —e)  cosô 

+ a 1—ecos0’ a a 1 — e cos Ô 

Il fut maintenant différentier ces formules en faisant varier les trois con- 

stantes a, €, c; nous dénoterons par la caractéristique à les variations rela- 
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tives à ces constantes ; ainsi on aura d’abord 

(t— c) COTE rinode— Wa ae ae 

ë8 — 7 1—ecosû 

ensuite 

5X — — asin 000 + cosôda — d.(ae), 

SY — a\/1—e cos 008 + sin 0d. (a 1/1 — €), 

. g cos0 — e 

= — 4/6 ps 0 
g  sinô cos 9 in 0 sf SR d.V/5, 

1 — e COs 0 a a (1 — e cos) 

PS 0 CU PO En 
oY — VE Vi—e ë (1 — e cos0)? eL 

le = cos” 0 

Lu VE Vi—e en 

de cos 0 (VE ter 

one 

On peut faire 1c1 £ — 0; mais il est plus simple de faire £ —c, ce qui 

donne aussi Ü — 0; ainsi on aura, en changeant X, Ÿ en 4, F, 

n V5 À. 

sm MT) ET D CS EN PUR PRE PRE 

. | g Vi— €? Vi VE g de 

= d.(1/E 1-6 = Les © à. LU'É (1 —e) Dei 

69. Ici nous avons conservé la quantité e, qui est la demi-excentricité 

mais si, à sa place, on veut employer le demi-paramètre b — a (1 — e*), on 

T1 Méc. anal. IX. 
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aura, par la différentiation, 

je tee) da db 
2ae 

et les expressions de à # et de 3”, qui contiennent de, deviendront 

| {1 db 
Spin Near, 

2€ 

Fe. LEE a 2 ae(1—e)Vi—e* 

De là nous aurons les différences partielles 

dX (1: —e) dX 1 dX . 

da 2e Ab Se. de 7 
dY | dY 12 VE Vi— €? 
ne Ab 4 ARE TD a 1—6 

dAT dXT dÀXT a Er n, : 

de dt à {i—e) 
ah. VE Vi— dt VE I — dr —= 9 
da — a oae db a pae(i—e)Vi—e FR. 

et l’on trouvera, par la substitution de ces valeurs dans les expressions des 

symboles | a, b|, [a, cl, [b,c| de l’art. 67, 

ee Hs, pie). e 
La, b]=o, | KZ c]= 2 &°e 2æe(i—e) 24 

_— _& Le Vi— a 

Belle 
On aurait encore les mêmes résultats en changeant b en e, si l’on voulait 

conserver l’excentricité à la place du paramètre. 

70. Considérons ensuite la formule 

dx He dy". dz dz'  dx'dx dy! dy - dz! dz 
TA ARS On dE D ARS de Jade cd di 

N 7 1. | | < ; 
Commie la quantité ne se trouve que dans les coefficients x, 8, «,, etc., qui 

ne contiennent point &, on aura 

dx da d8 dx! da dé y 
Re Cane — dh 

/ 

dh — dh X BY . 
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— à dy dy! 
et changeant «, 6 en «,, B, et en «,, B,, on aura les valeurs de SR? 

À LR 

dz dz! ; ? La CF 7 À | e , « 

DR À l'égard des différences partielles relatives à &, elles seront les 

mêmes que dans l’article précédent. 

En faisant ces substitutions, on remarquera qu’en vertu des mêmes équa- 

tons de condition différentiées, on aura 

ada+a.da, +a.da,—0, Bds+8,d8, +£,df, =, 

adB + a, dR, + dB, = — fda — B,da, —f,da,; 

de sorte qu'en faisant, pour abréger, 

Eda Sa B,da, ee B,da, —— dx 

(j'emploie l'expression différentielle d'y (*), quoique la valeur de dy ne soit 

pas une différentielle complète), la formule 

dx dx dy dy". dz dz' 

da dh da di da dh 

se réduira à la forme 

7/ dY ; 4X dy 

CCR) 
et la formule 

dx" dx dy" dy dz' dz 

Aa di D a di) da dh 

à cette forme semblable 

SAM" r AX'\ d D he | 
da da 

Done, en retranchant la seconde de ces quantités de la première, et obser- 

vant que 

K'dY + VYdX'—d.X'Y et Y'dX + XdY'—d.XY, 

on aura pour la transformée de la formule dont il s’agit, contenant les diffé- 

(*) I n’y a dans la question qu’une variable indépendante qui est le temps. Toute expression dif- 

férentielle peut donc être intégrée, et l'observation de Lagrange semble, par conséquent, inutile 

J'ajouterai qu’elle est de nature à embarrasser le lecteur, qui doit voir plus loin, art. 75, adopter cette 

lettre y comme l’une des consiantes variables du problème. (J. Bertrand.) 

11e 
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rences partielles relatives à a et /, 

d. d.(YX'— XY') du. 

da dh” 

et il en sera de même en changeant «a en betc,ethenzet #. 

71. Il nous reste à considérer les formules où il n’y a que des différences 

partielles relatives à À, , k; de sorte que, comme ces quantités n’entrent 

que dans les coefficients «, 8, «,, ete., il n’y aura aussi que ces coefficients 

qui deviendront variables. 

Les différentielles de ces coefficients se réduisent à une forme très-simple, 

en employant les coefficients analogues y, y’, y”, et en ayant égard aux 

équations de condition entre ces différents coefficients (art. 14). 

En effet, si l’on suppose 

yda + y,da, + y,da, = dr, 

dB + y, dB, +y 
les trois équations 

Gda +B,da, + fB,da, = dy, 

yda gr y, da, + V2 

étant ajoutées ensemble, après avoir multiplié la première par «, la deuxième 

par f, et la troisième par y, on a | 

da = Bdy + yd7; 

et si on les multiplie par &,, B,, y, et par «,, B,, 7., qu'on les ajoute ensuite, 

on a parelllement 

da, —8@8,dx +7y,d7, 

da, = B,dx + y,d7. 

De même les trois équations 

«dB +a,dÿ, + a,df,—= — dx, 

BdB + B,d8, + B,dB,— 0, 

y dB É 7. dB, “ee 7:48, — dy, 
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donneront 

dB = —ady + 'ydo, 

dB,= —a,dyx + 7,do, 

dB, = — a,dx + y,do. 

Enfin les trois équations | 

ady + a, dy, +a.dy, = — dd, 

Bd7y D B,d”, CAE B.d7y, RE do, 

dy +7,47, +y:4dy:= 0 

donneront pareillement 

dy —=—ad7r — do, 

dy, = —a,d7r —$6,do, 

dy, = —a,dz — 8,45. 

12. Par le moyen de ces formules, on aura 

dx __ y da dé à d'y dr do 

et affectant les quantités x, 8, y d’un ou de deux traits, on aura les valeurs 

dy dz À AE AN ET ds ei un js DT 
de > js Pour avoir celles de D RES il n'y aura qu’à affecter d’un 

trait les quantités X et Y. Il en sera de même des différences partielles rela- 

tives à z et À, en ne faisant que changer # en z et 4. 

En faisant ces substitutions et ayant toujours égard aux mêmes équations 

de condition, la formule 

de de | dy dy! de de de de dy! dy de! ds 
dh di dh di dh dd  dh di dh di dh di 

se réduira à celle-ci : 

“AR do , Ar re) (XF+YS) (XF+VE 
J 

;1 dr , dc dT =) 
(XF +) (XF+VT 

dj mn) 

il en sera de même des formules semblables, en changeant L et z en #. 
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Comme les coefficients &, £, y, &”, etc., sont fonctions des trois éléments 

h,1,k (art. 4% et 14), les trois quantités dx, dr, do, que nous avons intro- 

duites dans les formules précédentes, doivent être aussi fonctions des mêmes 

éléments ; et si, dans les valeurs de ces trois quantités, on substitue les ex- 

pressions de «, 8, ete., données dans les articles cités, on trouve, après 

quelques réductions fort simples, | 

dx = dk + cos idh, 

dr = — cos k sin zdh + sin kdi, 

de —= sin #k sin cdh + cos k di. 

Mais ces quantités ne servent pas seulement à simplifier le calcul, elles 

représentent d’une manière fort simple les variations instantanées de la posi- 

tion de l'orbite. En effet, comme le plan des x et y, auquel nous avons rap- 

porté l’inclinaison z et la longitude 2 du nœud, est arbitraire, on peut le 

faire coïincider dans un instant avec celui de l’orbite, en faisant z: — 0; on 

aura alors 

dx = dk + dh, dr = sinkdi, do —= cos kdi. 

Dans ce cas, + & sera l'angle que le grand axe de l’ellipse fait avec une 

ligne fixe; par conséquent, d + dk, ou dx, sera la rotation élémentaire du 

grand axe de l'orbite sur son plan. 

L’'angle élémentaire di sera linclinaison comprise entre deux positions 

successives du plan de l'orbite devenue mobile, et l'angle À sera la longitude 

du nœud formé par ces deux positions, comptée sur le même plan; de sorte 

qu'en désignant par di’ et #’ ces deux éléments, on aura 

dus PELLE di. = Vdr + do et  tangh =; 

ainsi La variation instantanée de la position de l'orbite est déterminée par les 

trois éléments dy, dr, do, d’une manière indépendante de tout plan de 

projection. 

75. Il est maintenant très-facile de trouver les valeurs des autres coeffi- 

cients représentés par les symboles [a, A], [b, h|, ete.; iln’y a qu’à substi- 

XdY —YdXx 
tuer pour XY'— VX’, c'est-à-dire pour Re valeur, qui est 
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— D (art. 41) — VS (art. 45), et pour dx, dr, do leurs valeurs en k, 

i, k de l’article précédent; mais à la place de l'élément À nous retiendrons 

l'élément y (*}, qui exprime l’angle que le grand axe de l'orbite parcourt en 

tournant sur son plan mobile: c'est proprement le mouvement de l’aphélie 

ou du périhélie sur le plan même de l'orbite. Nous aurons amsi 

x = k + [cos idh ; 
donc 

k = y — | cosidh; 

ensuite 
d'y dr ARE dt | 
A — ___— — cos k sin: _ — sin dy" dh à 

de. sin À sin z SEE cos # 
dh 4 dé ? 

et toutes les autres différences partielles seraient nulles, ce qui donne 

dr do dr do 

De là on aura 

[a,hl=o, [ail—o, [a,x;|—o, 

[b,4]=o, [é,i]=o, [6,x]=— 116. 
bles, Léters, ‘forpi, 

[h, il—=vVgb—sinz, [kx]—o, [i,x|—o. 

74. Ces valeurs, jointes à celles que nous avons déjà trouvées (art. 69), 

donneront enfin 

dQ __ & _ dQ We L /g 

da ie 2 & de, db Are oo REZ 

di S 4Q L CR « ° 

4 — dQ I g | 
7 dt = Vg6 sin idh, Pod EVE db; 

es me 

(*) Il faut avouer que l'application ultérieure des formules de l’art. 64 exigerait quelques explica- 

tions, car ces formules supposaient Q exprimé en fonction des constantes du mouvement elliptique, et 

la lettre y n’en est pas une. Cette lettre y n’a pas même de sens précis, puisqu'elle n’a étc définie que 

par sa différentielle. 7oyez, à ce sujet, des observations très-fondées de M. Binet, Journal de l’École 

Polytechnique, tome XVIT, page 76 (28° cahier). (J. Bertrand.) 
Î 

À 
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d'où résultent ces expressions très-simples des variations des éléments ellip- 

tiques : 
dQ da=— "= "dt, de — 
de 

b dQ DEN 7 dé, dx 
Vg 4x 

d'à à dh = -——- di = 
Veb sin z de 

I dQ 

Vgb sini dh 

75. On aurait des formules un peu moins simples, si à la place du demi- 

paramètre b on voulait conserver la demi-excentricité e, Alors, à cause de 

b— a(i —e*), on aurait 

XV'— YX'— /ga(i —e?), 

ce qui donnerait 

Veti—e?) eVga 
(#7 RS, RL € = TT. 
| ? à Un L | , x Tran L 

1Q dQ dQ À 
et les valeurs de —— dé, —= dt, -— dt deviendraient 

da de dy 

aa g Vel(i— ce?) 
de ee de 
dA e Vga 

dt du | 

a Ve(i—e?) eVga 
— dt = da 2 de; 
dy o Va Vie 

d’où l’on tire, en substituant pour da sa valeur donnée ci-dessus, 

, __ 24 dQ a(i—e) dQ 
dc mr ge he. LA —- ile de, 

pee 588 2 | + Vi—e? dQ a(i—e) df 
de = —: a ne ge 7. dé, 

| Vi—e dQ 

POUR dede 

qu’on substituera à la place des valeurs de de, db, d'y de l’article précédent, 

les autres valeurs demeurant les mêmes. 

Par ces formules, on peut donc avoir l'effet des forces perturbatrices sur 
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le mouvement d’une planète, en rendant variables les quantités qui, sans ces 

forces, seraient constantes ; mais quoiqu’on puisse, de cette manière, déter- 

miner toutes les inégalités dues aux perturbations, c’est surtout pour les 

inégalités qu’on nomme séculaires, que les formules que nous venons de 

donner sont utiles, parce que ces inégalités étant indépendantes des périodes 

relatives aux mouvements des planètes, affectent essentiellement leurs élé- 

ments et y produisent des variations ou croissantes avec le temps, ou pério- 

diques, mais avec des périodes propres et d’une longue durée. 

76. Pour déterminer les variations séculaires, il n’y aura qu’à substituer 

pour Q la partie non périodique de cette fonction, c'est-à-dire le premier 

terme du développement de & en séries du sinus et du cosinus d’angles dé- 

pendants des moyens mouvements de la planète troublée et des planètes 

perturbatrices. Car, Q n’étant fonction que des coordonnées elliptiques de 

ces planètes, lesquelles peuvent toujours, du moins tant que les excentricités 

et les inclinaisons sont peu considérables, se réduire en séries du sinus et 

cosinus d’angles proportionnels aux anomalies et aux longitudes moyennes, 

on pourra aussi développer la fonction Q dans une série du même genre, et 

le premier terme sans sinus et cosinus sera le seul qui puisse donner des 

équations séculaires. 

Désignons par (Q) ce premier terme de Q, lequel sera une simple fonction 

des éléments a, b, ec, e, h, 1 de la planète troublée et des éléments semblables 

des planètes perturbatrices ; il est clair que l’élément c qui est joint au temps # 

ne s’y trouvera pas : ainsi, en substituant # à la place de Q, on aura, pour les 

variations séculaires, les formules | 

| >æ (d ès 70 
da = 0, de = 2€ O0 ge ele MO, 

g d ge _de 

= Vi— €? (4Q) 7 Vie (dQ) 

RS Re ET 
4h — __ (49) js (dQ) 

Vgb sin: ah so sincdh 

où b — a(1 — €). 

77. F’équation da — o fait voir que le demi-grand axe, ou la distance 

moyenne a n’est sujette à aucune variation séculaire, ce qui n’est qu'un cas 

Mec. anal. II. 12 
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particulier du théorème général que nous avons démontré dans l’art. 23 de 

la sect. V; car la quantité H de cet article est la même que Îla quantité H 

des art. % et suivants de la section précédente, et l’on voit, par l’art. 45, 
n © À ° à le . 4 . | É. que l'on a H— — *-. Ainsi il faut appliquer à la distance moyenne des pla- 

_nètes les résultats que nous avons trouvés sur la valeur de la force vive d’un 

système quelconque (sect. V, $ IT). 

La variation de produit une altération dans le mouvement moyen; car 

U(t— c) $ étant l’anomalie moyenne, c’est-à-dire l’angle du mouvement 

moyen compté depuis le périhélie (art. 49), cette anomalie sera sujette à une 

variation exprimée par — £ de, à cause de da = 0; et si l’on ajoute la 

variation dy du lieu du périhélie dans l'orbite, on aura dy — VE de pour 

la variation séculaire de la longitude moyenne que nous désignerons par dA. 

On aura ainsi 

52 a d(Q) Nrmt:, e d(Q) 
— = OS do — — PR TS SUR NE ER dA = dy VE de = — 93 / Te 1 LES SRRESENE ar des à ) 

MIS 

à cause de 
e? 

ivre 
œ I — 

78. Lorsque l’excentricité e est fort petite, les valeurs de de et dx ont 

l'inconvénient d’avoir au dénominateur la quantité très-petite e. Mais il est 

facile d’ y remédier en substituant à la place de e et x les transformées e sin Y, 

e COS y. 

En effet, si l’on fait 

m —= e sin Y, ñ.— € COS Y, 
on aura 

dm — sin yde + ecos ;dy,  dn— cos xde — esin ydx; 

donc, substituant les valeurs de de et dx, 

LE Loose A ne A din = = | cos x 2 — SIN Y —— 7. Îde, 

me es [sin x TE + cos x ° | 4. 
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Or, en regardant (Q) comme fonction de e et y, et comme fonction de », n, 

on à 

O9 4x + 9 de = N° dm + d(Q) 

d'y dn dn, 

équation identique qui, par la substitution des valeurs de dm et dn, donne 

ces deux-c1 : 

d(Q) ___ d(Q) _ d(f) 
dx ee ET CESR E SIN Y, 

A(0) de, dd) 
de — dm SELA dan COS ÉE 

done, faisant ces substitutions, on aura les équations 

Vi e° d(Q) 
== | dt dn = — 

Vga dn è 
dm — 

qu'on pourra employer à la place de celles qui donnent les valeurs de de et 

dx (art. 75). | 

On peut faire des transformations analogues sur les dernières équations 

qui donnent les valeurs de dh et di. 

Soit, pour cela, 

p=smisinh, q—simccosh; 

on trouvera, par un procédé analogue, 

do — 2% 4) 
Vsb dq 

79. Les forces perturbatrices que l’on considère dans la théorie des pla- 

nètes viennent de l'attraction des autres planètes, et nous donnerons plus 

bas la valeur de Q qui résulte de cette attraction; mais on pourrait aussi 

regarder comme force perturbatrice la résistance qu’elles éprouveraient de 

la part d’un fluide très-subtil, dans lequel on les supposerait nager. Dans ce 

cas, en prenant R pour la résistance, on ferait, comme on l'a vu dans l'art. 8 

de la sect. II, 

le fluide résistant étant supposé en repos. 

12: 
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Il en résultera ainsi, dans la valeur de 30, les termes (art. 62) 

x + dy 0 À — Rèr=—R [= SE da }: 

On suppose ordinairement la résistance proportionnelle au carré de la 

; : ds k jf Se 
vitesse, laquelle est représentée par no € à la densité du milieu, que nous 

désignerons par l'; ainsi les termes dus à la résistance, dans l'expression 

de 5Q, seront 
Vds (dx dx + dydy + dzdz) 
D M 

Pour évaluer la quantité dxôx + dyèy + dzôz, 1l n’y a qu'à employer 

les formules des art. 67 et 70, en observant que la caractéristique d se rap- 

porte au temps #, qui n’entre que dans les valeurs de X et Ÿ, et que la carae- 

téristique 3 doit se rapporter aux constantes arbitraires @, b, ete., qui entrent 

dans X et Ÿ et dans les coefficients «, B, «,, ete. 

On aura ainsi, en changeant d en à dans les expressions de dx, dB, ete., 

dx =adX + BdY, dy—=adX+f$,dY, dz—a,dX +£6,dŸ, 

Ga = aX + BOY + X(BÈX + yô7r) + Y(— aèX + ydo) 

= a(ÔX — Yoox) + BY + X0%) + y(X 07 + Vôo), 

OV = a (XX — Yoy) + BB, (OV + Xdy) + y, (X07 + Vic), 

07 a (OX — Vox) + L(0Y + KXdy) + y, (X 07 + Yo). 

De là, en ayant égard aux équations de condition entre les coefficients «, 8, 

y, &,, etc. (art. 14), on aura 

dxox + dyèy + dz:ôz = dX5X + dYÈY + (KOY — YôX)ôy, 

et si l’on y substitue pour X et Y leurs valeurs r cos ®, r sin ® (art. 4%), 

on aura | 

dX0X + dYÔOY = drôr + r'dbè®, 

XdY — YaX —r°d®, 

ds = yÿ/4X?+ dY?= dr? + r°d@?. 

Done les termes. à ajouter à 3Q, à raison de la résistance du milieu, seront 
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représentés par 

T'Vdr + r° dd (drèr + r°dD9D + »°dDdy) 
DR 

où il n’y aura plus qu’à substituer pour r et ® leurs valeurs en {, données 

par les formules des art. 24, 22, en faisant attention que la caractéristique d 

se rapporte à la variable £#, et la à aux constantes arbitraires. 

CHAPITRE TROISIÈME. 

SUR LE MOUVEMENT D'UN CORPS ATTIRÉ VERS DEUX CENTRES FIXES PAR DES FORCES 

RÉCIPROQUEMENT PROPORTIONNELLES AUX CARRÉS DES DISTANCES. 

80. Quoique ce problème ne puisse avoir aucune application au système 

_du monde, où tous les centres d'attraction sont en mouvement, il est néan- 

moins assez intéressant du côté analytique pour mériter d’être traïité en par- 

ticulier avec quelque détail. 

Supposons qu'un corps isolé soit attiré à la fois vers deux centres fixes 

par des forces proportionnelles à des fonctions quelconques des distances. 

= Soient, comme dans l'art. 4, l’un des centres à l’origine des coordonnées, 

et R la force attractive; et pour l’autre centre, supposons que sa position 

soit déterminée par les coordonnées a, b, c, parallèles aux #, y, z; soient, 

de plus, Q sa force attractive, et g la distance du corps à ce centre, il est clair 

qu'on aura 

g=Vie—-a}+ (y 8) +(s—c), 
c'est-à-dire, en substituant pour #, y, z leurs valeurs en r, 4, @ (art. 4), 

q = /(r° or [(acosp + bsing) cos À + csin\ | +), 

en faisant k — (a? + b°-+- c°), distance des deux centres. 

El est clair que la valeur de T' sera la même que dans le problème du 

chap. 1%, mais la valeur de V se trouvera augmentée du terme {/Qdg; et 

comme Q est fonction de qg, et 4 fonction de r, ®, À, ce terme donnera, 
OF L'4 e do V 0 V OV | . ” : , dq dq 

dans les différentielles 30 07” les termes suivants, savoir Q d6° Q 2 

dq ii , , 
Q 7e qu il faudra, par conséquent, ajouter respectivement aux premiers 

? 

membres des équations différentielles de l'arücle cité. 



4. MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

On aura donc, poür le mouvement du corps attiré vers deux centres par 

les forces R et Q, les trois équations suivantes : 

dr "(cos d do + dl°) b qe ARE LR + QU 0, 
d.r? dv r°? sin Ÿ cos d do? d 

(2) dt? EE dt? ? Q% — ©, 

d.r? cos d do dq 

Et si le corps était attiré en même temps vers d’autres centres, il n’y au- 

rait qu'à ajouter à ces équations des termes semblables pour chacun de ees 

cenires. 

L’équation T + V —H donnera cette quatrième équation, qui est une 

intégrale des précédentes, 

r? (cos? do? + di?) + dr? 
ee RQ) A Qigsile 

et il est visible, en effet, que les trois équations précédentes étant multipliées 

respectivement par d\, do, dr, et ajoutées ensemble, donnent une équa- 

tion intégrable, et dont l'intégrale est celle que nous venons de présenter. 

On tire de cette équation 

RE L GH — 2 fRdr — 2fQdg— di? . ? 

valeur qui, étant substituée dans la première équation multipliée par #, la 

réduit à | 

d?. 

_. 
ER à f'Rdr + Qr SL Le à fQdq = 4H. 

Or, puisque 

Pr + le — 2 r[(a cos g + bsin @) cos d + csin |, 

on aura, en faisant varier r, 

FTAËe h?— q° _ EE qg— h? 

PAR 4 D 2 2 2. 
T7 (acose + bsmo)cos d — csind = r — 
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Er és d 
donc, substituant cette valeur de TL) on aura enfin 

d?. 

2 Tr 
+ Rr + 2 fRdr + QT + 2 fQdg = 4H. 

Cette équation a l'avantage de ne contenir que les deux variables 7 et 4, 

et elle indique en même temps qu'il doit y avoir une pareille équation entre 

4 etr, en changeant simplement r et g, ainsi que R et Q entre elles; car il 

est indifférent de rapporter le mouvement du corps à l'un ou à l'autre des 

deux centres fixes, et il est clair qu’en le rapportant au centre de la force Q, 

on trouverait, par une analyse semblable à la précédente, 

LE + Qg + 2 J Qdg + RES + à f Rdr = 4H; 2 de? 1 1 

ainsi ON pourra, par ces deux équations, déterminer directement les deux 

rayons r et g. | | 

Je remarque maintenant qu’on peut, sans rien Ôter à la généralité, sup- 

poser les deux coordonnées a et b du centre des forces Q nulles, ce qui re- 

vient à placer l’axe des coordonnées z dans la ligne qui joint les deux centres. 

Par cette supposition, on aura c — h, et la quantité g deviendra 

Vr?— 2 hr sind + #?, 

laquelle ne contenant plus ©, on aura donc 

Par conséquent, la troisième équation différentielle se réduira à. 

d.r? cos? Wdo 
de — 0, 

dont l’intégrale est 

r° cos” Ydo : 
0 

5 étant une constante arbitraire ; d’où l’on tire 

do re B 

dt cos d 
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Mais on a 
p?+ h? — q° 

sin a ee 
2 hr 

? 

donc 

He Ÿ Eu 2 hr +3 

par conséquent, en substituant cette valeur, on aura 

de AB? 

de 4hr Ar (rh gt)? 

de sorte que, connaissant r et g ent, on aura aussi @ en f. 

d TA # » e 

— sont déjà données en r et q, il est clair qu'or 

peut réduire la quatrième équation à ne contenir que r et q, et alors elle 

Or, puisque sin et 

sera nécessairement, à raison de la constante arbitraire B, une intégrale 

complète des deux équations ci-dessus en r et q. En effet, on aura 

2 Je LE g— hf) dr — 2 rqdq 
F d} ne Ar (+R) 0 

ajoutant dr?, et réduisant, il viendra 

2r°? dr? dr?+ r PR — (7° + 9 — h?) rqdrdq. 

r'd\” rar = 4° Ar? (Tr? + ht — g}. 

De plus, on aura 

ré cos"ddg® 4 E° 
D RU) 

donc, faisant ces substitutions dans la quatrième équation et ôtant le déno- 

minateur, on aura cette intégrale 

gr dr + 7° qdqg® —(r° Ra AL LU DER : 
| D eg 2 B 
(a) 

+ La Rre — (rE — GY I (fRdr + fQdg — 2H) = o. 

Et il est facile de voir maintenant, d’après la forme de cette équation, qu'elle 

résulte des deux équations en r et g, multipliées respectivement par 

2g dr —(r+g—h)d.g,  ard.g—(r+g—h)d.r, 

ajoutées ensemble et intégrées ensuite; mais il aurait été assez difficile de 

découvrir cette intégrale à priori. 
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84. Pour achever la solution, il faut avoir encore une autre intégrale des 

mêmes équations ; mais on ne saurait y parvenir que pour des valeurs par- 

ticulières de R et Q. | 

Si l’on suppose, ce qui est le cas de la nature, 

—_—_. Tr. R=<  Q— T5 ? g 

on trouve alors que ces équations, multipliées l’une par d.a*, et l’autre par 

d.r*, donnent une somme intégrable et dont l'intégrale est 

drd.qg  a(3r+qg—h)  B(3qg+r—h) 
De ee + : (8) 

— LH (r°+ g°) + 20, 

C étant une nouvelle constante arbitraire. | 

Cette équation étant multipliée par r°+ q*— h?, et ajoutée à l’inté- 

crale (a) trouvée précédemment, donne, dans l'hypothèse présente, une 

réduite de la forme 

g’(der) + r(d.q") 9 CE 2 2 2 2 | Sr NE | +3 —h)—26q{(g + 3r"—h) 

2H + 6rg—h) + 2C(r+ qg— h?) — 2 B?. 

Et la même équation étant multipliée par 2 rq, et ensuite ajoutée à celle-ci, 

ou retranchée, donnera cette double équation, 

dir d:9 7) | | : E | 

(d) a 4 dé 1 =] (Tee jte) =-pla Er) (gr) 

D —=H{(r+g) —h|]+C(rE g) — BF. 

De sorte qu'en faisant r + q —5, r — q —u, on aura ces deux-ci : 

s (s?— u°}° ds* 

16 de? 
(e) (s°— u°?)° du? 

16 d!° 

— (a+ 8p)s + ht(a+s)s = H(s* — h') + Cs* — B?, 

0 (æ = B) u°+- h° (x ——— Bu — H (u*— h*) —+- Cu — B° : 

d'où l’on tire d'abord cette équation, où les variables sont séparées, 

ds 

| | OO VHstL(a+G)S+Cs— Ra+£)s — Hh'—B P k 
, = _ u ; S 

| VHu+ (a — Elu Cu {o— Blu HA —B 

Méc. anal, TI. 15 
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ensuite 

| 
s° ds 

(8)  #— | 4 VHS (a +B)s + CS h(a + Ë)s —
Hh—P 

u? du 

on À VHu+ (a —Gju+ Cu — h {a + bu —Hh*— PB? i 

à dr ; ps ue d / 
Les mêmes substitutions étant employées dans l'expression de SF trouvée 

ci-dessus, on aura 

dy Du. 4 Bh° __ 4B# " I à 

dé (s®— h?) (u°— ?) y É. ee =) ? 

et substituant la valeur de df, 

/ BA? de 

(s®— h°) VE st + (a+ B)s+Cs— (a+ b6)s —Hht—RB: 

BA° du 

EH (ue fe) Vu (a —6)u+ Cu— D ( 2 —fÉju CHAR $ 

Si l’on pouvait intégrer chacune de ces différentielles, on aurait d'abord 

une équation entre s et 4, ensuite aurait { et o en fonction de s et 4; done 

on aurait q, et de là, t et @ en fonction de r; et comme 

TT Un Se ra pd sin 4 enr 
2 far 

on aurait aussi A, en r. Mais ces différentielles se rapportant à la rectification 

des sections coniques, on ne saurait les intégrer que par approximation, et la 

meilleure méthode pour cela me paraît celle que J'ai donnée aïlleurs (*) pour 

l'intégration de toutes les différentielles qui renferment un radical carré où 

la variable monte à la quatrième dimension sous le signe. 

se : Œ (3 . " 

82. Si, outre les deux forces -; et F qui attirent le corps vers les deux 

centres fixes, il y avait une troisième force proportionnelle à la distance, qui 

l’attirât vers le point placé au milieu de la ligne qui joint les deux centres, 

il est visible que cette force pourrait se décomposer en deux tendantes aux 

mêmes points, et proportionnelles aussi aux distances. Dans ce cas done, 
qe eo 

(*) Foyez le quatrième volume des anciens Mémoires de Turin. (Note de Lagrange.) 
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on aurait 

R—+2yr, Q= +279, 

et l’on trouverait que l’intégrale (b) aurait aussi lieu dans ce cas ; seulement, 

il faudrait ajouter à son premier membre les termes 

vlBrtg + Er gt) — (rt + gt): 
ensuite, 1l y aurait à ajouter au premier membre de l'équation (c\ les termes y ] Ï | q 

fr +ibr gr +g)—h(r+ gt +6rq)], 

et, par conséquent, au premier membre de l’équation {d)\ les termes 

2 eg} — Ar + q)] 
De sorte qu'il n’y aura qu’à augmenter les polynômes en $ et & sous le signe 

dans les équations (e), (f), (g), des termes respectifs 

mu Ÿe6 ep 04 7 6 __ 22,,4 2 h's') et 4 ( h°u*), 

cé qui ne rend guère la solution plus compliquée. 

83. Quoiqu'il soit impossible d'intégrer en général l'équation trouvée (f) 

entre s et w, et d’avoir, par conséquent, une relation finie entre ces deux 

variables, on peut néanmoins en avoir deux intégrales particulières repré- 

sentées par s — const. et u — const. 

_ En effet, si l’on représente en général cette équation par 

ds du 

il est clair qu’elle aura aussi lieu en faisant ds ou du nuls, pourvu que les 

dénominateurs 4/S ou VU soient aussi nuls en même temps, et du même 

ordre. 

Pour déterminer les conditions nécessaires dans ce cas, on fera 

— f + w, 

f étant une constante, et » une quantité infiniment petite, et désignant par F 

13. 
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ce que devient S lorsqu’on change s en j, le membre # deviendra ÿ VS 

do | 

Vie “DE. ï 
de adj" + ,.,. 

il faudra donc, pour qu’il y aït le même nombre de dimensions de w en haut 

et en bas, que l’on ait 

Fo ét 

alors, à cause de w infiniment petit, la différentielle dont il s’agit se réduira à 

do 

127 ss V dE 

/ 2 df° 

I G) 

RE UE 

2 df” 

dont l'intégrale est 

k étant une constante arbitraire. Si donc on fait w — o, et qu'on prenne 

” | w . ; à. 
en même temps aussi À — o, la valeur de de deviendra indéterminée, et 

l'équation pourra toujours subsister, quelque valeur que puisse avoir l’autre 
du ; ve nn 

membre Fe FT Or on sait, et il est visible par soi-même, que 

F—o et ——o 

sont les conditions qui rendent f une racine double de l'équation F — 0. 

D'ou (*) il suit, en général, que si le polynôme $ à une ou plusieurs racines 

doubles, chacune de ces racines fournira une valeur particulière de s; il en 

sera de même pour le polynôme U. 

Maintenant il est clair que l'équation s — f ou r + q — f représente 

une ellipse dont les deux foyers sont aux deux centres des rayons r et q, et 
À 7. \ , A ? » : —. à dns dont le grand axe est égal à f. De même, l’équation u = g our —q=—=2g 

(*) Dans une Thèse présentée à la Faculté des Sciences de Paris, M. Serret signale la démonstration 

précédente comme peu rigoureuse; il semble incontestable, en effet , que quelques développements 

sont nécessaires pour Ja rendre entièrement satisfaisante. {Voyez une Note à la fin du volume.) 

&7, Bertrand.) 
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représente une hyperbole dont les foyers sont aux mêmes centres, et dont 

le premier axe est g 

Ainsi les solutions particulières dont nous venons de parler, donnent des 

É ellipses ou des hyperboles décrites autour des centres des forces ) À pris 

pour foyers. Et comme les polynômes $ et V contiennent les trois constantes 

arbitraires À, B, C, dépendantes de la direction et de la vitesse initiales du 

corps, il est visibie qu'on pourra toujours prendre ces éléments, tels que le 

corps décrive une ellipse où une hyperbole donnée autour des foyers donnés. 

Aïnsi la même section conique qui peut être décrite en vertu d'une force 

tendante à l’un des foyers et agissant en raison inverse des carrés des dis- 

tances, où tendante au centre et agissant en raison directe des distances, 

peut l’être encore en vertu de trois forces pareilles tendantes aux deux foyers 

et au centre, ce qui est très-remarquable (*). 

84. S'1l n'y avait qu'un seul centre vers lequel le corps fut attire par ia 

C2 ; ; TS . 
force 3 ON aurait le cas de l’orbite elliptique que nous avons résolu dans 

le chap. E%. Dans ce cas, on aurait $ — 0, y — 0, et les deux polynômes $ 

et U deviendraient semblables et ne passeraient pas le quatrième degré; les 

équations (f), (g), (k) de l’art. 84 seraient alors mtégrables par les mé- 

thodes connues, et le mouvement du corps serait déterminé par des formules 

en s et w, c’est-à-dire par les distances aux deux centres, dont l’un, celui 

dont l'attraction est nulle, pourraît être placé où l’on voudrait: ces formules 

ne seraient donc que de pure curiosité; mais il y a un cas où elles se sim- 

plifient et donnent un résultat remarquable, c’est celui où le centre d’attrac- 

tion nulle est placé sur le périmètre de l’ellipse. 

Pour obtenir ce cas, on déterminera les constantes B et C de manière que 

le rayon q étant nul, l’autre rayon r soit égal à L, distance entre les deux 

centres ; par conséquent, il faudra que les variables s = 7 + 4 et u pe q 

deviennent à la fois égales à L. Les équations (e) de l’art. 84 sont très-pro- 

pres à cette détermination. 

——. A 

(*) M. Ossian Bonnet a donné, Journal de M. Liouville, tome IX,. page 105, une raison très- 

simple de ce fait qui est susceptible d’une généralisation intéressante. { Joyez une Note à la fin du 

volume.) (J, Bertrand.) 
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Faisant s — w — h, la première de ces équations donne 

BC 

ensuite, la différence de ces équations étant divisée par s — &, si l'on y fait 

s—u— h,on a, à cause de B — 0, 

— Jah + ah = HA + 9 Ch; 

d’où l’on tire 

C= — ch— 92H". 

Par les substitutions de ces valeurs, le polynôme 

Hs ose hs SV SEE à à 

devient 

H(s— 25 + h) + as — SR — sh +R), 

ce qui se réduit à la forme 

H(s +) (s—h)ÿ +ats + Ah) (s — Ah): 

il en sera de même du polynôme en w. 

Or, par l’art. 45, on a, dans ce cas, 

ag et H——À=À, 
2 & 

" 

C 
a étant le demi-grand axe de l’ellipse; donc les équations (f) et (g) devien- 

dront | 
ds … du 

" 7 : a en os = = 4 

5) 4/6 EL fee (un) V/e(u 4h) — € (a+ nf 
r— s° ds | u? du 

9 

4(s—h) st + h) — . (s+h) 4(u—h) VLC + h) — =. (u + h) 
& 

et si de cette dernière on retranche la première, multipliée par #?, et qu’en- 

suite on divise les numérateurs et les dénominateurs respectivement par 

$ — h, u — h, on aura 

dé (s + À) ds (u+ h) du 
 —— 5) 

— $ : h}° 
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expression qui à l'avantage de ne contenir d'autre élément que le orand 

axe 24. 

85. Si l’on fait 

l'intégrale étant prise de maniere qu'elle commence lorsque z a une valeur 

quelconque donnée, et qu’on remette pour s et « leurs valeurs p + 4, p— 4, 

on aura, en intégrant, 

Reg —=f(h+ p+ q)—{(h+ p — q), 

où l’on voit que { == o lorsque 4 — o, de quelque manière que l'intégrale 

soit prise. | | 

Or, puisque p est le rayon vecteur qui part du foyer, q est le rayon qui 

part de l’autre centre, qui est pris dans un point de l’ellipse, et dont la dis- 

tance au foyer est A: il est clair que À et p seront deux rayons vecteurs, et 

que q sera la corde de l’arc intercepté entre ces deux rayons; par consé- 

quent, l’expression précédente de £ sera le temps employé par le mobile à 

décrire cet are dans l’ellipse, lequel sera donné ainsi par la somme des rayons 

vecteurs À + p, par la corde q et par le grand axe 2 4. 

L'intégrale que nous avons désignée par fonction /z dépend des arcs de 

cerele, ou des logarithmes, suivant que a est positif ou négatif; mais lorsque 

l’axe 2 & est très-sgrand, cette fonction se réduit à une série très-convergente : 

_on a alors 

Le premier terme donne l'expression du temps dans la parabole, et l’on a 

eye (tp) (te perl, 
laquelle coïncide avec celle que nous avons trouvée dans l'art. 25. Le reste 

de la série donne la différence des temps employés à parcourir un arc de 

parabole, et un arc d’ellipse ou d’hyperbole ayant la même corde x et la. 

même somme s des rayons vecteurs. | 
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Cette (*) belle propriété du mouvement dans les sections coniques a été 

trouvée par Lambert, qui en a donné une démonstration ingénieuse dans 

son Traité intitulé: /nsigniores orbitæ cometarum proprietates. Voyez aussi 

les Mémoires de l’Académie de Berlin pour l’année 1778. | 

Le problème que nous venons de résoudre l’a été d’abord par Euler, 

dans le cas où il n’y a que deux centres fixes qui attirent en raison inverse 

ces carrés des distances, et où le corps se meut dans un plan passant par les 

deux centres (}émotres de Berlin de 1760); sa solution est surtout remar- 

quable par l’art avec lequel 11 a su employer différentes substitutions, pour 

ramener au premier ordre et aux quadratures des équations différentielles 

qui, par leur complication, se refusaient à toutes les méthodes connues. 

En donnant une autre forme à ces équations, je suis parvenu directement 

aux mêmes résultats, et j'ai même pu les étendre au cas où la courbe n’est 

pas dans un même plan, et ou il y a, de plus, une force proportionnelle à la 

distance et tendante à un centre fixe placé au milieu des deux autres centres. 

Woyez le quatrième volume des anciens Mémoires de Turin, d’où l'analyse 

précédente est tirée, et dans lequel on trouvera aussi l'examen du cas où 

l’un des centres s’éloignant à l'infini, la force tendante à ce centre devien- 

drait uniforme et agirait suivant des lignes parallèles ; et il est remarquable 

que, dans ce cas, la solution ne se simplifie guère: seulement les radicaux 

qui forment Îles dénonunateurs des équations séparées, au lieu de contenir 

les quatrièmes puissances des variables, ne contiennent que les troisièmes, 

ee qui fait également dépendre leur intégration de la rectification des sections 

coniques. 

CHAPITRE IV. 

3 
DU MOUVEMENT DE DEUX OÙ PLUSIEURS CORPS LIBRES QUE S ATTIRENT MUTUELLEMENT, ET 

EN PARTICULIER DU MOUVEMENT DES PLANETES AUTOUR DU SOLEIL, ET DES VARIATIONS 

SÉCULAILES DE LEURS ÉLÉMENTS. 

86. Lorsque plusieurs corps s’attirent réciproquement avec des forces 

proportionnelles aux masses et à des fonctions des distances, on a, pour 

(*) Ce théorème a été donné, pour la première fois, par Euler dans le cas de la parabole {voyez la 
{ 2 2 

note de la page 28). La démonstration que donne ici Lagrange est fort indirecte; nous reproduisons 

à la fin du volume une autre démonstration également due à Lagrange, et extraite des Mémoires de 

l’Académie de Berlin pour 1778. (J. Bertrand.) 
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leurs mouvements, les formules générales des art. 4 et %, en prenant les 

corps mêmes pour les centres d'attraction. 
die } 4 / // 4 
Soient m, m’, m”, etc., les masses des corps, 4, y,2,«,Y,2z,x,Y, 

z", etc., leurs coordonnées rectangles rapportées à des axes fixes dans l’es- 

pace; la quantité T sera, comme dans l’art. 4, 

1 _ dx? + dy° + dz? Le a dx"? dy? + dz'? 4 dx"? dy"?+- dz'!"®? 

LS + D" ———— — ——— 
a dt? o dt? 2 dt 

Soient p’, p”, p”, etc., les distances des corps m', m”, m”, etc., au 

corps m, et R,R”, R", etc., les fonctions de ces distances auxquelles les 

attractions entre ces corps sont proportionnelles. 

Soient aussi p , p. , ete., les distances des corps m”,m”, etc., au corps m', 

et R°, R", les fonctions de ces distances proportionnelles aux attractions. 

Soient de même p', p”, etc., les distances des corps m”, m”, ete., au 

corps m”, et R°, R", etc., les fonctions de ces distances, proportionnelles 

aux attractions. 

Et ainsi de suite ; on aura 

| 
| 

et a quantité V (art. 9) sera 

V — M (m°fR'dp" “+ m° {Rap + m° [R”7dp” Dies de ) 

m'(m’fR'dp + m”fR'dp +...) +m'(m"fR dp +...), 

Or, quelles que soient les coordonnées indépendantes qu'on voudra 

adopter, on aura toujours, par rapport à chacune d'elles, comme #, une 

équation de la forme canonique 

DT OT OV 
CR — = > —= 0. de De de 

Méc, anal. IL. 
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Et comme, dans le système que nous considérons, il n’y a aucun point fixe, 

on pourra prendre l’origine des coordonnées partout où l'on voudra, et lon 

aura toujours, comme on l’a vu dans la sect. TEE, les trois intégrales finies 

relatives au centre de gravité, ainsi que les trois intégrales du premier ordre 

relatives aux aires, et enfin l'intégrale des forces vives Ÿ + V = H. 

On aura de cette manière le mouvement absolu des corps dans l'espace ; 

mais comme la solution de ce problème n’est importante qu’à l'égard des 

planètes, et qu’il n’y a que leurs mouvements relatifs, par rapport au soleil 

regardé comme immobile, qui intéressent l Astronomie, 1l nous reste à voir 

comment on peut transporter aux mouvements relatifs l'équation générale 

les mouvements absolus des corps du système. | 

S L. — Æquations générales pour le mouvement relatif des corps qui 

s’attirent mutuellement. 

87. Supposons qu'on demande les mouvements relatifs des corps m’, 

m”,etc., par rapport au corps m; désignons par £”, n”, (” les coordonnées 

rectangles du corps m’, rapporté au corps m, en prenant ce dernier corps 

pour l’origine des coordonnées; soient de même £”, 1”, (” les coordonnées 

rectangles du corps m” par rapport au même corps m, et ainsi de suite; la 

question consistera à trouver une formule générale qui ne contienne que ces 

coordonnées. 

Îl est d’abord évident qu’on aura 

e C7) 2 

2. 



SECONDE PARTIE. — LA DYNAMIQUE. 107 

et la quantité T deviendra 

TE l , l=(m+m+m"- . pes nan 
0 di 

| dx (m'dE"+ m "dE" ..) + dy (m'dr + mdr...) + dz (m'dé'+ m/d€"+...) 

| di? | 

del dr? + d 12 d'en + LATE d [12 

+ mn ÉESERÉE + m° Tr 

Comme les variables x, y, z, après ces substitutions, n'entrent plus dans 

la quantité V, et que ces variables n’entrent point dans ‘T sous la forme 

finie, on aura, relativement à ces mêmes variables, les équations 

OT QT d'T 
d:22 = 0 do —0o + =. 0 

d dx d d dy Us d dz ; 

ce qui donne 

JT d'T + $ CHA . 
Ts =: —— = N Jdx —_  Jdy |? ddr  ? 

a, B, y étant des constantes arbitraires. 

Ainsi on aura les trois équations 

LE y dE. 
4 PA (m + m'+m'+..)T + m° — + m° tes. a 

ly An’ Ü 
(m + m'+m+.. = + m' + n ee His, 

/ 7 dz , dé de" 
(m + nm + m' +... )T +m ne EE e. Le 

les quantités «, 5, y étant des constantes. 

Si maintenant on substitue dans l'expression précédente de T' les valeurs 

dx AMEL 

de 7 di’ dt 
» tirées de ces équations, et qu’ on fasse, pour abréger, 

Ur el! X = m8" + m8 + me + ..., 

1 7 / Y = nn mn + mn + ..., 

1 cp] HN PU I Sell] L=ml+me-+m Te +... 

a | / RC M— mm mm" +..., 
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on aura 

pu + tr | dX HAN +47 
É 2 M 2 M dt° 

dE + dn? + ae ” dE do + dé" 

RSS AS OU De Rd 
88. Les variables £”, n”, (”, £”, etc., étant indépendantes, et la quan- 

tité T ne contenant point ces variables sous la forme finie, on aura tout de 

suite, par rapport à chacune d'elles, les équations 

m”’ d?£ dx dV = 4 dE" d'X dV es 

nn = 0; m RE Mae ae Fees 
dd? Mde “dE ; 

y ( d?yr' ŒYN  dNV n | d°n/ Le X. dV 

mL — dre no Los me — a ) + Gi = 
RE AL av GARE 0 AA AN. 

m Te Made ue ve Ci m Te — je) der va _— 

Si l’on ajoute ensemble les premières équations relatives aux variables £”, 

£",etc.,ona 
m d?X d'V dV 
nm de Tag À der —_ 

ce qui donne 
ŒX _  M{dV.  dY 
nn CO D) 

et l’on trouvera de même, par l’addition des deuxièmes équations, et par 

celle des troisièmes, 

dY_  M{dN  dY 
À 2 —— m dr! dy" —- 5 ) 

2  M[dV  dV 
AE made gore ) 

valeurs qu'on pourra substituer dans les équations précédentes. 

On aura ainsi, pour le mouvement du corps m’ autour de m, les trois 

équations 
a mePE dv, mw'f/dv , dv  . 

D en un de aa Cl Pa 
, dr dNV m’/dN dV | 

VON AE ETS ere DE po A he er A NS 

pdt#t AN  m'fdaV , dY \ 
FO CRT Nr Ge 
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et l’on aura de pareilles équations pour le mouvement des corps nr”, 

m”,etc., autour du corps m, en changeant seulement entre elles les quan- 

tités affectées de deux traits, ou de trois, etc. 

I n’y aura donc qu’à substituer la valeur de V et prendre ses différences 

partielles relatives aux différentes variables ; mais cette substitution peut se 

simplifier par la considération suivante. | 

89. Dénotons par U la somme de tous les termes de la quantité V qui 

contiennent les distances p ,p , ete.,p , etc., et remarquons que les expres- 

sions de ces distances sont telles, qu’elles demeurent les mêmes en augmen- 

tant les coordonnées £”, £", £", ete., qui y entrent, d’une même quantité 

quelconque ; d’ou il suit qu’en faisant varier ces mêmes coordonnées d’une 

même quantité infiniment petite, la variation de U sera nulle, ce qui donnera 

l'équation 

dU dÜ dUÜ ee 
AT OUEN MED Pere 

On trouvera de la même manière, parce que la même propriété a lieu par 

rapport aux coordonnées »”, n”, n°”, etc., et aux coordonnées {”, €”, (”, ete., 

d'Ü dU dU | 
te po R .... — O, 

dU  dÜU  dU 
de Car Cam T eo 

Donc, puisque 

V ae m(m’fR'dp" + m/f R"dp" + : .) + U, 

p” ne contenant que Ë”, n, €’; p” ne contenant que £”, n”, (”, et ainsi de 

suite ; la première équation deviendra, par ces substitutions, en la divisant 

par m’, 

d?E! 

no à (m + m°)R u 
à ! d ! 
x ss m’R” a+ RARE 

Or, dans la quantité U, il n’y a que les termes qui contiennent p', p ,ete., 

qui dépendent des variables £”, n”, (” (art. 86); ainsi on peut réduire la 
valeur de U à 

U=m'(m" SR df + m"S Rd + ..); 
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-AU 
substituant la valeur de PE dans équation précédente, elle deviendra 

J? 5! d n dp m & . __ + (m + m)K El m'R JE + MUR TE + 

a do | 
Se m’BR” _. de m”B” dev Ds peer ON 

et l’on aura de la même manière 

d?y! a , dp° 1 D"! de HD" dp” 
ne Un nn) RSS Dr NL Rs + 

// n à RU 1 + m'R de + m°R Tü +... 0; 
dn 

d? { - V4 d 6 { d ' [LA 

_. + ss + je . + n À ” m”R a +- 

ue m'R"4 mp" À _… — 0. 

909. On peut ramener ces équations à la forme générale, qui a l'avantage 

de s'appliquer également à des coordonnées quelconques. 

Si l'on mule la première par 3€”, la deuxième par ôn', la troisième 

par 20”, et qu’on les ajoute ensemble, on aura d’abord la partie différentielle 

a? 4° / d?£! 
G Ns/ ñ / Ç / 

di? 06 Le de on sn di? oc ? 

laquelle, en transformant les coordonnées £”, n”, (” en d’autres courdonnées 

indépendantes £, 4, @, donnera pour les termes multipliés par 8Ë la for- 

mule (art. 7, sect. iV) 

OZ Cr à g, odE DE 
\ 

en faisant 
SRE dé” + dn” + dy? + RAC 

| o dé 

À l'égard des termes qui contiennent les forces R’, R”, etc., il est facile 

de voir qu'en changeant la EE ô en d, tous ces termes sont inté- 

orables par rapport aux variables £”, #” VC; l'intégrale contiendra d’abord 

les termes 

(m + m°) } f R'dp' re m'fR dp ee m'/R dp Sas 
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ensuite elle contiendra les termes 

À [! 1 {1 

(m'R' Te = OR" En + ) € 

( PU 
sh (mr ju m”R” En + _ }» 

à {/ ] 14 
se. (m'R” HA 3 m°R"” Te SR» ) “ 

Or on a 
d. !} M d il all d 1} {} 

ee = — 9 ce —— Cu Ée — es HE" p" 1"! p' dé D 

et comme 

Oii alfa 

| A 

et de même | 
do". ; 4 do" à p'? + pie — p 

| / 
dE” e Le ne dn AS da den Te à 

et ainsi des autres expressions semblables. Donc, nommant V” l'intégrale 

totale, on aura 

V'= (m+m)/fR'dp + m'fR de + m'JR dp +... 
11/4 0) 12 112 "9 12 TE 

ro" a pr © 0 — AT D EN RE RE 1 AR een AURAS pr " p!! | 
der 

Ainsi, après la transformation des coordonnées, les termes multipliés 

is sue | 
par 3€ se réduiront à SE dE; et comme on suppose les nouvelles coordon- 

nées £, }, @ indépendantes, chacune d'elles, comme £, donnera une équation 

de la forme 
PR LUN AL 
Gad de ide 0 

94. S'il n’y a que deux corps, m et m’, l'expression de V' devient 

V'= (m + m7) fR'dp'; 

ainsi les valeurs de T” et de V’ sont les mêmes que pour un corps attiré 

vers un centre fixe avec une force (m + m’)R” proportionnelle à une fonc- 
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tion de la distance P’ (art. 4). Donc le mouvement relatif du corps m’ autour 

du corps m sera le même que si celui-ci était fixe, et que la masse attirante 

fût la somme des deux masses, ce qui est connu depuis Newton. 

Lorsque la masse m du corps autour duquel les autres sont censés se 

mouvoir est beaucoup plus grande que la somme des masses m’, m”, ete., 

ce qui est le cas du soleil par rapport aux planètes, on a, à très-peu près, 

V'= (m + m') f R'dp". 

Le mouvement du corps m’ autour du corps m sera donc, dans ce cas, à 

très-peu près le même que si celui-ci était fixe, et que la somme des masses 

m + m’ y füt réunie; et en regardant les autres forces m’R”, m’R , etc, 

‘comme des forces perturbatrices, on pourra employer la théorie de la varia- 

tion des constantes arbitraires pour déterminer l'effet de ces forces: il ne 

s'agira que de prendre, conformément à l'art. 8 de ia section V, — Q égale 

à la somme de tous les autres termes de la valeur de V” donnée ci-dessus. 

On fera ainsi, en accentuant la lettre Q pour la rapporter à la planète m’, 

HT m'/R dp due. m°/R de, ue 

Æ) 112 LEE 12 {119 M3 rue pre en in” R/ P P = Pr Es m”R" P P = P, one A 

2 D . 

et l’on aura, par les formules générales de l’art. 14 de la même section, les 

variations des éléments du mouvement du corps m’ autour du corps m 

regardé comme fixe. 

& IE. — Formules générales pour les variations séculaires des éléments 

des orbites des planètes autour du soleil. 

82. Pour appliquer ces formules au mouvement des planètes autour du 

soleil, on prendra la masse m pour celle du soleil, la masse m° pour celle de 

la planète dont on cherche les perturbations, et les masses m”, m”, ete., 

pour les masses des planètes perturbatrices, et l’on fera 

/ I D # Ï m L | 
KR — —;: . À a ND R — 71... 

P F | P 

On substituera ensuite dans la fonction Q”, au lieu des coordonnées £”, »”, {”, 
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En”, ete., de ces différents corps autour de m, leurs valeurs exprimées en 

fonction de t, conformément aux formules que nous avons données dans le 

chap. [*, pour les expressions des coordonnées æ, y, z, en y faisant 

S— m + 1m", 

où simplement g”, pour le rapporter au corps m', et l’on aura, par les 

art. 69 et suivants, les variations des six éléments de l'orbite de la planète 

autour du soleil. 

Nous nous contenterons ici de chercher les variations séculaires de ces 

éléments qui sont les plus importantes, et qui ne dépendent que du premier 

terme tout constant du développement de 0. 

L'expression de Q’ deviendra 

pm (EP HR ES) me RE) + 
95. Commençons par développer la quantité 

p' — 4/(E7— ADE SE (n° ee n')° TT ce 

on y mettra d’abord pour £, 1, (les expressions de x, y,z de l’art. 45, en 

marquant par un trait, ou par deux, les quantités qui se rapportent aux 

masses m’, m’. On aura 

pp? + p7 — 2 p'p”(x'cos D’ + S'sin ®”) («” cos D” + L’sin b”) 

— 2p/p”7 (a cos + sin p’) (x cos D” + G' sinb”) 

— 2 pp" (x,cos ® + 6, sin ®’) (x, cos &" + f, sin ®”). 

Si on fait les multiplications, qu’on développe les produits des sinus et 

cosinus, et qu'on fasse, pour abréger, 

A =ua" +a x +a a, 

RTE TT 
AE + EE + A, 
B,=6 6" +66 +6,88, 

on aura 

fl p—=p?+p?— (A +B,)p'p"cos (D — D”) — (A — B,) pp" cos (D + ®”) 

— (A, — B)p'p" sin (®'— @/) — (A, + B) p/p/sin (D + &”). 
Méc. anal. II. | É 15 



11/4 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

Les quantités x”, 8", «,, etc., sont fonctions des éléments h’, £’, #’ de l’or- 

bite de la planète m’, donnée par les formules de l’art. 13, en marquant 

toutes les lettres d’un trait, et les quantités «”, 5”, «°, etce., sont fonctions 

semblables des éléments 4”, :”, #” de l'orbite de la planète m”, en marquant 

les lettres de deux traits : ainsi les quantités A, B, A,, B, sont fonctions de 

ces mêmes éléments; mais par la considération suivante, on peut voir ce 

qu'elles expriment. | 

94. Les coordonnées primitives rapportées à un plan donné étant x,7, z, 

pour les transformer dans les coordonnées x”, y”, z' rapportées au plan de 

l’orbite de m’, on a, par les formules générales de l'art. 44, 

PR OS 8! y! + y'z!. 

Le — “. A > BY + Ÿ x: 

z—= ax +B,Y +y,z, 

où les coefficients +”, 8”, ete., dépendent des constantes h’, 2’, k', qui déter- 

minent la position des nouveaux axes par rapport aux primitifs, 2’ étant l’in- 

clinaison des deux plans. 

De même, si on voulait transformer les mêmes coordonnées dans les 

coordonnées x”, y”, z” rapportées au plan de l'orbite de »”, on aurait 

Su rs ON W _" 
TEL + Y +YZ, 

Ai TR no," SN 

Van EN EVE 
# 14 # /4 4 # 

e sr D + Vs 
| 

où les coefficients x”, £”, etc., seraient des fonctions semblables des con- 
1 , . , « e 

stantes L”, 1”, k”, qui déterminent la position de ce nouveau plan par rap- 
: A l: + e if \ D /4 Q] l': IF . d | I 

port au même pian primitif, et où z serait l'inclinaison de ces plans. 

Si on compare maintenant ces expressions, on aura 

er À FLAT FT 1 ," RE À Ve 
XX + +yz-=x x +BY +Yz); 

D cf r! fr, RS. c" u 

as +Ey + y,z = aa" + y" + yz", 
/ Es RE SR nt S 

RE + EE, + 7,27 on. u TT V2 ° 

Comme les coefficients &”,6”,7",«,, ete., sont assujettis aux mêmes équa- 

tions de condition que les coefficients +, 8, y, «,, ete., de l’art. 44, si on 
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ajoute ensemble les trois équations précédentes, après les avoir multipliées 
; . J 1 ' ! respectivement par à’, a«,,a,,par £",5,,{,et par y’,7,,7,, On aura, en 

vertu de ces équations, 

x — A x" 2 B y” de Cz”, 

./ [4 [/4 1/4 J = AZ +by +Cz, 
: | 

Z — A,x° + B,y" + Car 

en faisant, pour abréger, 

À = A AL ' W 
4-4 na LR NE mA 

AE 4 ! {! ! 7 
SE fè 

b = & f + af, +a,f,, 
W 2 l'A 4 ! | ! U 

Ce = & 3 nn Dem UP 

Ru [1 1 ri M 

À, — B œ + B,a, rt ŒENTE 

> | = BR + EE, + EE 
BY + BV + BV 

A,= ya + ya, + ya, 

B,= yB + Yi + Vol 
CV EYE YaVs 

re | 

Ïl est évident que par ces formules les coordonnées x”, y”, z' sont trans- 

formées dans les coordonnées x”, y”, z”; ainsi les coefficients 4, B, C, 4,, 

B,, etc., seront exprimés d’une manière semblable aux coefficients analogues 

x,B",y',«,,{@,,etc., et prenant les constantes /7, Z, K°, à la place des 4”, 

1’, k”, on aura, par les formules générales de l’art. 13, 

A —= cos K cos H — sin H sin I cos K, 

B — — sin K cos H — cos K sin H cos Ï, 

C —= sin H sin Ï; 

 À,= cos K sin H + sin K cos H cos Î, 

B, = — sin K sin H + cos K cos H cos Ï, 

C, = — cos H sin }; 

A, = sin K sin Ï, 

B, = cos K sin I, 

Cs== 608 1 
t© 

15. 
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La constante Ï représentera l’angle d’inclinaison des deux plans où sont 

placées les orbites des planètes m”’ et m”; et nous la désignerons par i”, 

pour indiquer qu’elle se rapporte aux orbites de m’ et m”; et si, dans l’'ex- 

pression de C, en y’, y”,7,, etc., on substitue les valeurs de ces coefficients 

en 7, k",2", h7,k", 2" (art. 48),on a | 

F1 e e 6 e e of 

cos i — cos 2’ cos &”° + cos (2° — h7) sin 2’ sin 1”. 

On voit que les quantités que nous venons de désigner par 4, B, 4,, Bb, 

5’, etce., que celles que nous avons dési- 

gnées par les mêmes lettres dans l’art. 93; ainsi on aura dans les formules 

sont les mêmes fonctions de a”, «”, 

de cet article, en y substituant pour ces quantités les valeurs que nous venons 

de trouver, 

À + B, — 2 cos (H + K) (cos +1 }”, 

À —B,— 2cos (H — K)(sin 51}, 

A,—B — 2 sin (H + K) (cos +1 })?, 

A,+B — 2sin (H — K) (sin LE). 

95. Donc, faisant ces substitutions dans l'expression de p * de l’art. 93, 
ON aura 

p'=p +p"— 2pp" cos (D — D” — H — K) (cos = 1°) 

— 2p"p" cos (D + ®” — H + K) (sin +1). 

Faisons, pour un moment, 

A = cos (®° + D” — H + K) — cos (® — ® — H — K), 

on aura 

I 

TVR pl plploos (D — 7H KR) —2pp/ A(snil | La 
Î D. 

c'est la valeur qu'il faudra substituer dans l'expression de Q de l'art. 92; et 

l’on aura de la même manière 

p” de p—p,* __ p'cos(d'—Db/—H—K) p'A (sin; 1) 
me ——— nd 

(2 12 JE 
ue P P 
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Hn marquant de trois traits les lettres qui ne sont marquées que de 

deux, on aura les termes multipliés par m” dans Q, et ainsi de suite. 

Il faudra ensuite substituer pour p”, p”, ete., et pour ®”, ®” 
// 

, ete., leurs 

valeurs exprimées par les anomalies moyennes &”, u”, etc., suivant les for- 

mules des art. 24 et 22; et dans le développement, nous nous contenterons 
, , 5 e + 7 / 

d'avoir égard aux secondes dimensions des excentricités e”, e”, ete., et des 
1/4 r HW inclinaisons mutuelles 1”, 1", des orbites de m”, m”, etc., sur celles de m’, 

en regardant ces quantités comme très-petites du même ordre, et en 

négligeant les termes où elles formeraient des produits de plus de deux 

dimensions. 

On aura ainsi 

I I 

T4 PO Vpr pi appieos( 0 —H—K) 

pp Ecos (PH BH + K)— cos (P— PH --K)] (sin £ "y 

[pt + p3— 2 p'p! cos (D'— DH —K) | 
mené mt 

a 
2 

9G. On sait que les puissances d’une fonction de la forme 

ro VE A EU 
pp —2pp cosg 

peuvent se développer en séries de cosinus d’angles multiples de 9; ainsi on 

peut supposer 

2 1 1" CT Fi Ch 
(p+p?—2pp"eose) = (p;p )+(p;p),cos® 

4 [7/4 

+ (pl, pp’), cos 2@ + (p", pr), COS 3 +... 

EE 
2 D 

= [r,p]+ {pp }c0se 
+ [ps rlcos2e+T[p,plcosie+..., 

?— 2p'p"cos®) 

Î où (p',p”}, (p,p’);sete., [p”,p”], [p',p” |,» ete., sont des fonctions de p”, 

p” exprimées en séries ou par des intégrales définies, dans lesquelles les 

quantités p’ et p” entrent de la même manière et forment des fonctions ho- 

mogènes des dimensions — 1 ou — 5. 

Ainsi, en faisant 

pdd HRK, 
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on aura 
ns 

= (p,p") + (hp, p"), cos @ + (p”, p'}, cos 2 @ due 

+ PP (ler + fe,plcoso + [p,p"licos2e +...) 
X [cos (p + 29° + 2K) — cos] (sin 21"}?, 

où il faudra faire (art. 21 et 22) 
/ ; ’ rx e’? e’? ge À 

p=a(i1—e cosu}+— ——cos2u", | 
é 2 2 | 

7 7 7 W\ aie airs HO — &'(1—e COU | + —— —cos24", | 
À 2 2 

l / fur 4 b É : 4 
® —u +—2e snu + Z SIN 24, 

œ” 4 He 2 e”.u 1 =œw +92e sm + sin 24", 

et par conséquent 

J\ @—œu—u"—T+o2(e snu —e"sinu”) +5(e?snmou — e”sm2u"), 

L étant —H +K 
Comme nous négligeons les quantités au-dessus du second ordre, dans 

de nl à 
les termes multipliés par sin” -; on pourra mettre tout de suite a” et a” au 

lieu de p”, p”; u”, u” au lieu de ®”, ®”, et u’— u” — L, au lieu de 9; et en ps:Ppr"%; > # 9 ? 

développant les produits des cosinus, on verra facilement qu'il n’y aura de 

terme indépendant des angles 4” et 4” que celui-ci : 

1 U _" / W . 1 FT" — <a a"[a’,a”|,(sm<t). 

Considérons maintenant les fonctions (p”, p”), (p”, p”),, ete.; en y faisant 

les substitutions précédentes à la place de L” et de p”, et conservant les se- 

condes dimensions de e” et de e”, on aura 
d.(a', a”) 1 ; a! a a! 12 7 7 

er cd e COSU + = COS 3.4 (p’, p”) me (a', a”) SE 

d°(a!, a") a! e" 

+ 2 da!? 
| d(a',a') 
ES e 

d'(a!, a") ae"? 

2 da!° 
d® / PEN TR SE ll \ (a”, a”) ee —- [cos (u’— u") — cos (u'+ u”)|, 

da 

—— (1 + cos 2u”) 

a! UE OU 

(— a”e” cosu” —- COS 2 u") 
2 2 

(1 + cos 24”) 

I ei — 

| da! da” 
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et il en sera de même des autres fonctions semblables. On aura pareille- 

ment 

Pos / De? . U 
26 SINU + Se 2 U 

UE. 
. à) 

— 9e”sinu” — 
À 

4 e" — e*cosau + ee"? — 8e"? cos 2 u” 

cos®=— cos (u'— u°—[T)— sin(u —u"— EL) 
sin 24” 

/ f/ | ‘ 

ce — »e"e"[cos (w'— uw") — cos (u'+ u")| | 

on développera de la même manière les cosinus des angles multiples de 9, 

et on multipliera les expressions de ces cosinus par celles des coefficients 
ve ph (p', pe etc. 

Comme nous ne cherchons que les termes indépendants de toute période, 

il faudra rejeter tous ceux qui se trouveront multipliés par des cosinus 

d’angles multiples de 4” et de w”, qui sont les angles des mouvements 

moyens de m’ et de m”. 
. e : I « 

Ainsi le terme (p", p”), de l'expression de -; , ne donnera que ceux-ci : 
} 

(a',a”) + ( ARR RACE ma”) e"? + ( és ed a") er? 
\ 2da' 4 da”? 2 da" 4 da" 

1 . 
Le terme (p°,p }, cos ® donnera ceux-ci : 

/ d (a a”) d ( , a”) d? (a a”) F / " (4 ; 1  _/ & ; 4 _// ÿ à _# p 7 tie , a ik —+- de & —- M #2 —- dada a «& e el COS | : 

Le terme (p”, p”), cos 2@, et les suivants, ne donneront que des termes où 

e",e", 1,1" formeraient plus de deux dimensions, et que nous négligeons. 

Il reste à développer la quantité 

ra VOL / 'Alsin:1"}? 
PRE ES + ESÉGENE (art. 95, 94). ip? p 

On fera iei pour p', p” les mêmes substitutions que ci-dessus; on aura 

d’abord 

d / 12 
a / / W f/ e Re. 

nm —=>R(l—e COSU }+ 26 COS + —(1— cos2u) 

e"”? 

+ (1 + 5 cos 207) + e'e” [cos (u°— u7) + cos (u° — 47]; 
#1 
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. 3 Ê . : { 8 PACE Ÿ + 

mais dans le terme qui contient sin -, et qui est déjà du second ordre, 1i : 
3! 

suffira de mettre à à la place de JR? et comme 

A = cos (®° + 7 — H + K) — cos (9 — ®”7 — H — K), \ 

il est clair que ce terme ne donnera aucune quantité constante. 
/ | ; ; 

En multipliant l'expression précédente de ne per celle de cos @ de l’article 

précédent, et ne retenant que les termes constants où e” et e” ne SPAS pas 

la seconde dimension, on trouve aisément ceux-ci : 

j/ e"e" A7 e!'e! 7 te ee tree }tosLe6, 

de sorte que, dans la quantité dont 1l s’agit, les termes constants se dé- 

truisent. 

97. La somme de tous les termes que nous venons de trouver, étant 

multipliée par m”, sera la partie constante de la fonction Q”, due à l’action 

de la planète m”, et l’on aura une expression semblable pour la partie due 

à l’action de la planète m°”, en rapportant à celle-ci les quantités relatives à 

la planète m”. 

Nous avons désigné par (Q) cette partie non périodique de la fonction @; 

si donc on fait, pour abréger, 

d{a', a” d°{a',a 
((aæ', a”)) 7. Aer a+ _ TX a a”, 

=) et par conséquent puisque a” et a” entrent de la même manière dans | 

fonction (a”, a”), 

d{a',a”) y  d'(a',a) y» 7 
((a”,a& )) — Dia dou 4da® © 

et, de plus, 

| da’, a" d{(a/', a" d'{a',a"), , [(a’, a”) Lu (a’, a”) 2h ur }: a’ ve Le . ji 2 rs ) Dur 

‘ON aura 

En (Q/) …. nr) 
(a, a”) + ((a', a” )}e" M

e ((a” ar) ere
 

| | ss [(a”, a")] RTS DS Lara fa’, " "1, BiniT y 
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Cette valeur est exacte, aux quantités du troisième ordre près, en regar- 

dant les excentricités e” et e” des orbites de m’ et de m”, ainsi que leur ineli- 

naison mutuelle , comme de très-petites quantités du premier ordre, 

quelles que soient d’ailleurs les inclinaisons de ces orbites sur le plan fixe 

de projection. 

98. On peut simplifier beaucoup les expressions des fonctions ((a”, «”)) 

et [(a”, a”)|, par les propriétés connues des coefficients des séries en cos ®, 

cos 26, etc. En effet, si on différentie logarithmiquement par rapport à @, et 

ensuite par rapport à a’, l'équation identique 

{ 

2 2 eo 3 & &” COS @ “es a”) Re (a',a”) PE (a',a”), COS ® (a 

+ (a',a”),c082@ +..., 

et qu'apres avoir multiplié en croix, on compare les termes multipliés par 

les mêmes cosinus, on aura d’abord 

ce 7Æ { 14 
3a'a"(a”,a"},= — 2a'a”(a',a")+ 2{(a° + a*)(a,a"),; 

ensuite les différentielles relatives à a’ et a” donneront 

d (a', a”) 
: entres 
emmener armements 

da: — pe (al a”) J 

d?(a/, a!) 4 a! (a’, al) + a! (al — 3 a!*) (a!, a!) 

dar — a'(a®—a°) 

d'{a',a!) Sa a") + 2 a'a"{a!, a!) 

de APEae à 

Substituant ces valeurs, on aura 

| A 4a" a" (a!,a") — a'a" (a+ a!) (a!,a"}, 

((a ; 6 }) nr Stat an) … DS 

Re — aa! {a + a! (a!, a") PRE a" — a! a*)(a’, al)s 

[(a , 4 }] = (ar — a") 

Mais on peut avoir des expressions plus simples de ces fonctions, en em- 

Méc. anal. I. 16 
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ployant les coefficients de la série 

| 5 
(a®— 2a'a"cose + a”) *—={[a',a"|+[a',a"], cosp +...; 

car, en différentiant logarithmiquement, et multipliant ensuite en croix, on 

trouve d’abord, comme ci-dessus, 

a’ a” [a’, a” |, se) (4 se a”) [a’, a” |, …— 6Ga'a” (ue a” | 

substituant cette valeur de [a”, a”|,, et comparant la série multipliée par 

a? —2a'a”cose + a”? avec la série (a’,a”) + (a',a”),cos@ + ete., 

avec laquelle elle doit devenir identique, il est facile de déduire ces re- 

lations : 
4 4 / 112 / [/4 EE LAS ARR (/4 (al, al) (an 4 a) lala l|=sala" [aa"), 

(a’,a”), — La’ a” [a”, a” | + (a? + a”) [a”, a” |,, 

et par la substitution de ces valeurs, on aura celles-ci : 

a, a”)) sa'a” [a”, a jh ((e ;@ )), 

| / a” Ja aa" [aa] 5 (0 + a") [a a") = — ta'a' fa a", 
Î 

| (&, 

qu’on substituera dans l’expression de (Q”) de l'article précédent. 

À l'égard de la valeur des coefficients (a’, a”), (a', a”),, ete., [a”, a” |, 

[a’,a”|,,ete., en fonction de a, a”, on peut les trouver par le dévelop- 

pement des radicaux, en puissances de cos ®, et par le développement de 

ces puissances en cosinus d’angles multiples de +, comme Euler l’a fait le pre- 

mier, dans ses Recherches sur Jupiter et Saturne; mais j'ai trouvé, depuis 

longtemps, qu'on pouvait les avoir d’une manière plus simple, en décom- 

posant le binôme &°° — 2 aa” cos® + a”* en ses deux facteurs imaginaires 

Fes W er Ut 

(a! — a e?Y rate A ), 

et en développant par la formule du binôme les puissances — +, —? de 

chacun de ces facteurs. 

Soit, pour abréger, 
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on aura, en général, | | | 
Fe ae)" a+ na Phare na"? a"? er Tee 

et si on multiplie ensemble les deux séries qui répondent à W/—1 et à 

—1/ de et qu’on repasse des exponentielles imaginaires aux cosinus des 

angles multiples, on aura 

(aie 2 &’&” COS @ + a" )"= À + Bcosçe+Ccos29+..., 

en faisant 

CS | 
à ND 

S 

AN RIRE 

Sn 
RS Li + 

à S 
DÉTRERSS ne Fr 

+ S. S_ 

TRS 
Le ee 

+ 
RER 

Ces séries sont toujours convergentes, lorsque a” > a”; mais si l’on avait 

a" > 1,il n'y aurait qu’à changer a’ en a” et a” en a’, puisque dans la 

fonction non développée, les quantités a’ et a” entrent également. 

Une conséquence qui résulte de la forme de ces séries, est que tant que » 

est un nombre positif, tous les coefficients À, B, C, etc., ont toujours des 

valeurs positives. 

Si on fait » — !, ces coefficients deviendront (a', a”), (a', a") 

(a',a"\,, ete.; et si on fait n— À, ils deviendront [a’,a”|, [a',a”|,, 

la’, a”|,, etc. 

42 

99. Il nous reste encore à déterminer l'angle L. Comme nous négligeons 

les quantités du troisième ordre, et que dans l'expression de 4, cos L est 

déjà multiplié par ee”, on pourra, dans la détermination de l'angle L, faire 

abstraction des quantités très-petites du premier ordre, et par conséquent 

y supposer L — 0. Or L—H + K (art. 96), et faisant L — o dans les for- 

mules de l’art. 94, on a | | 

A=0coS(H+ K), 4, ——-B—sn(H+K), 4—=0; 
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on a aussi, par les formules de cet article, 

À = x à" + aa Le CICR — cos L.. 

Différentions cette valeur de cosL,, faisant varier les quantités x”, «”, 

2, etc., substituant à la place de leurs différentielles les expressions données 

dans l’art. 67, en accentuant les quantités respectives, et remettons les 

quantités À,, À,, etc., à la place de leurs valeurs en &”, «”, 6’, ete.; on trou- 

vera facilement 

— sin LdL — 4 dy'+ A,dr + Bdy" + Cdxr”. 

Mais | 

A,=sml, AÀ,—0o, BP——sml, C0 

donc, en divisant par sin L, on aura 

et, intégrant, 

où il n’est pas nécessaire d'ajouter des constantes, puisque l'origine des 

angles +”, y” est arbitraire. F’angle y (*) est en général celui que l'orbite 

décrit en tournant dans son plan, et que nous avons substitué à la place de 

la jongitude £ du périhélie (art. 68). 

100. La fonction (Q°) est maintenant réduite à la forme la plus simple et 

la plus propre pour le calcul des variations séculaires ; il n’y aura qu’à fa 

substituer dans les formules de l'art. 74, en marquant d’un trait les lettres 

de ces formules, pour les rapporter à la planète m”, dont on cherche les 

variations ; et en changeant simplement entre elles les lettres marquées d’un 

trait et de deux, on aura des formules semblables pour les variations de Îa 

planète m”, et ainsi des autres, 

On voit que cette fonction est composée de deux fonctions distinctes 

ie mn 00 à, 

(”) foyez la note relative à cet angle y, page 87. On peut remarquer, en outre, que l'équation 

di = da” — da est subordonnée à l'hypothèse que l’on puisse négliger l’inclinaison des deux orbites 

lane sur l’autre. Si l’on n'avait pas supposé l’— 0, les formules seraient tout autres, et l’angle y ne 

s’y introdurait pas. ({. Bertrand.) 
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entre elles, dont l'une ne renferme que les excentricités et les lieux des 

aphéhes dans les orbites, et dont l’autre ne renferme que les inclinaisons 

des orbites sur un plan fixe avec les lieux de leurs nœuds. Si on désigne la 

première par (Q°), et la seconde par (Q"),, en sorte que l’on ait 

(Q°) A (Q”), LÉ (Q°),, 

on aura 

(Q’ ue 8(a’,a") + a'a"{a', a"],(e° + e”°) 
y — ÿ M 

| 
he Le fa’, a", e’e” cos (x! — y”) 

Es 6 (a, a”) +a'a” ao), (e” he e”?) 

A 
D fa’, a"|,e'e! due (+, x") 

"5 

(a’), "ri; eh e [a!, a], Gi ) 

Les Em” a a" re a"}, (i 
Las j") 

#2 

où 

cos L— cos £’ cos ë” + cos (k°— h") sin z' sin c”, 

cos L— cos 2’ cos i” + cos (k° — }") sims’ sin c”, 
L 

? 

les angles F, [”, etc., étant les inclinaisons de l’orbite de la planète m’sur 

celles des planètes m”, m” 

On substituera ainsi (07), + (Q’),, au lieu de (@°7), dans Îes équations des 

variations séculaires (art. 76), et on accentuera les lettres, pour les rap- 

; ÉLC: 

porter à la planète m° dont on cherche les variations ; on aura, en négli- 

geant les e”* et mettant simplement a” au lieu de b dans les coefficients des 

fonctions (Q), et (Q),, qui sont déjà du second ordre, 

de” I d (Q); dx’ __. +4 d(Q), 
de S'HNSS Ve’ a! e dy 9 dt KE Ve’ 7 e de! ? 

du 1 d(Q’} dk 1 d(Q} 

AE Ve’ a! sin l'dh!? dt Ve a’ sin 2 dé 

On aura de parailles équations pour les variations des éléments de la pla- 

nète m” dans son orbite autour de m; et il n’y aura pour cela qu'à marquer 
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de deux traits les lettres qui ne sont marquées que d'un trait, et au contraire 

ne marquer que d’un trait les lettres qui le sont de deux. 

Ainsi, en observant que les fonctions de a” et a”, représentées par des 

parenthèses, ne changent pas en échangeant entre elles les quantités 4”, a”, 

‘on aura 

(a”) ns. 8 (a’, a”) + aa” La”, a” , (7? + e”?) 

ce: — 9 [(a",a")[,e'e”cos(x"— x 

1 "M ee (a”,a”) + d Fa [a” sa], (e”? + 
ge 

+ 8° [/4 I! . # 

—a|(a",a 1, ee" cos (x"— % 

(Q"),= — 5 m'aa" [a', a", (1— cost) 

de im”a”a” [a”, a"| (ï she 1) 

où 

cosi —cosT, et cos L” — cos i” cos" + sin (4° — A") sin 1” sin &” 

et les équations des variations seront 

CC 
dE gra’ "dx" dt Varai ed ? 

a I d(Q”), dl 1  d.(Q/), 

de Vera sin #” dh"” de Vg" a! sin / dit ? 

n’ 1/1 et ainsi de suite pour les variations des éléments des orbites de m” , etc. . 

autour de m. 

401. Mais nous remarquerons qu’on peut réduire à une seule fonction 

les différentes fonctions (Q”),, (Q”),, etc., ainsi que les fonctions (Q”),, 

(Q7),, etc., ce qui mettra plus de simplicité et d’uniformité dans les for- 

mules des variations : en effet, si on fait 

| A n 
== sr — | (a’,a") + [a',a"],(e* + e*)— 2{a,a”|,e e cos(x— x”)] 

I ,! ({/4 e m/ a [8 (a! ,a") . [a’,a/1|, (e et + EE 5 fa! ,a"], Lane (L x") 

m EU a!! a"! 
[8 (a a”, a” ) + [a”, a”, (e”? he e7?) — 9 [a”, ds e”e” cos (x” — x] 

e 

s 8 9 w 2 e 9 oo s # e 4 en e 226 
a ; 

a 
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en faisant toutes les combinaisons, deux à deux, des masses m’, m”, 

m”, ete., et des fonctions qui y sont relatives, il est facile de voir que dans 

les différences partielles de (Q°),, (Q”),, etc., on pourra changer ces fonc- 

tions en ®, pourvu qu'on divise par m' les différences partielles relatives 

àe'et x’; par m” les différences partielles relatives à e”, x”, et ainsi de suite. 

De sorte que les équations des variations des excentricités et des aphélies 

deviendront 

de” 1 dP dy I dP 

de m/Vg'a! c'dy!” ES it Vg' a! c' de? 

de" I db dy" I dP 
A ie Ve" a" A PUR dt jm” Ve”a e" de!” 

LI 

Ces équations donnent 

db pe dE por. d® /4 
—— de’ — LE de" = 0,,:::;: de! 9 dy" de! + b) 

donc, comme ® est fonction des variables e”, »”, e”, %”, ete., sans f, on aura 

d® — o, et par conséquent ® égale à une constante. C’est une relation gé- 

nérale entre les excentricités et les lieux des aphélies des planètes, qui doit 

toujours subsister, quelques variations que les excentricités et les lieux des 

aphélies subissent à la longue, pourvu qu'elles soient très-petites. 

10%. Mais la nature de la fonction © donne encore naissance à d’autres 

relations générales entre ces mêmes éléments. | 

En effet, il est facile de voir qu'on a l'équation 

db db 49 

CR QE 

et si on substitue à la place de ces différences partielles leurs valeurs 

/ ] ] e' de! H/ v 7 e" de! t d / | de ti | d l ; l 

m Vg ee NB Ne 7 Etes CDMICRS par es équations de l'article 

précédent, on aura, en intégrant relativement à f, l'équation finie 

PO REA: ÿ T7] m’ V/£ ae? + m” PASS m” V8 a el"? dan, nee K?,. 
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K” étant une constante égale à la valeur du premier membre de cette équa- 

tion dans un instant quelconque. 

Cette équation fait voir que les excentricités e”, e”, e”, etc., ont nécessai- 

rement des limites qu’elles ne peuvent passer; car comme elles sont néces- 

sairement réelles, tant que Îles orbites sont des sections coniques, chaque 

terme, comme m' Vg'a’e! *, sera toujours positif, et son maximum sera la 

constante K*. 

Il suit de là que si les excentricités des orbites qui appartiennent à des 

masses très-grandes sont une fois très-petites, elles le seront toujours, ce 

qui est le cas de Jupiter et Saturne; mais celles qui appartiennent à des 

masses fort petites pourront croître jusqu'à l'unité et au delà, et on ne 

pourra déterminer leurs véritables limites que par l'intégration des équations 

différentielles, comme on le verra ci-après (*). 

De plus, comme la quantité ®, regardée comme fonction de e”, e”,e”, ete., 

est une fonction homogène de deux dimensions, on aura, par la propriété 

connue de ces fonctions, 

a ®D Î FA 4 di d (6) If 

en Te Ten € +... 2%. 

Substituant dans cette équation les valeurs des différences partielles de ® 
4 à 

relatives à e”, e”, e”, ete., tirées des mêmes équations de l’article précédent, 

On aura 

in Vs a’ 

K étant la valeur de ® dans un instant quelconque. 
ee {/. 

di dt 

amgulaires des mouvements des aphélies, et par conséquent elle donne une 

a 1,4 AL . 
A d'a ne on Ur qe" d +... 

Dans cette équation, les , etc., expriment les vitesses 

relation invariable entre ces vitesses, par laquelle on voit qu “elles ont aussi 

nécessairement des limites, tant qu’elles sont toutes de même signe. 

{*} Voyez à ce sujet un Mémoire de Laplace, Mémoires de l’Académie des Sciences de Paris pour 

1784, le n° 57 du second livre de la #fécanique céleste, et le chapitre IT du livre XV {cinquième vo- 

_ lume} où Laplace reproche à Lagrange d’avoir énoncé, sous une forme dubitative, un théorème 

démontré par lui depuis longtemps. (J. Bertrand.) 
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103. Si l’on emploie les transformations de l’art. 75, en faisant 

m'=e'sinx", n—ecosx, m'—e"sinx”, n"—e"cos%”,..., 

on aura 

/ AT AU 

D — —7 —([/, a” |, (m° + n° + m°+n) ue 2|a’, a" |, (n'm" + n'n”)) 

À is ([a’, a], (m2 + ne men) — 2 [a’, a", (m'm" + nn!) 

mm” a/ a” HW 12 112 Ia Ir 2 VAN | 72/1 VAN] +R (a, a" (en men) fa”, a], (n'm" + n'a") 
kg 

e e e e e e CE © s e- e e e e où e. o e e LL 0 e b 

et les équations des variations seront 

MOI mésmi, 
dt Vs’ a’ dn' dt Vega dm' 

y dm" 1 d® 7 An" L: db 

dt 7 Vera dn? dd — 7 gra dm" 

Si, dans ces équations, on substitue la valeur de ®, et qu'on exécute les 

différentiations partielles, on a des équations linéaires en m',n',m",n",ete., 

faciles à intégrer, et ces équations seront entièrement identiques avec celles 

que j'avais trouvées par une autre voie, dans les Mémoires de Berlin de 1781, 

page 262, comme il est facile de s’en assurer en comparant entre elles les 

dénominations différentes des mêmes quantités. 

Dans les Mémoires de l’année 1782, j'ai appliqué ces équations aux six 

planètes principales, en adoptant pour leurs masses les valeurs les plus pro- 

bables, et J'en ai tiré, par l'intégration, des formules générales pour les 

variations de leurs excentricités et des lieux de leurs aphélies, lesquelles 

donnent les valeurs de ces éléments, tant pour la terre que pour les autres 

planètes, au bout d’un temps quelconque indéfini, soit avant ou apres 

l’époque de 1700; et comme, par ces formules, les excentricités demeurent 

toujours très-petites, ainsi qu’on l’a supposé dans le calcul, on est assuré de 

leur exactitude dans tous les temps passés et à venir. On trouve ensuite, 

dans le volume des mêmes Mémoires pour 1786-87, imprimé en 1792, un 

Méc. anal, II. | 17 
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supplément à cette théorie, relatif à la nouvelle planète d'Herschel, où l’on 

détermine de la même manière et par des formules aussi générales, les varia- 

tions séculaires de l’excentricité et du lieu de l aphélie de cette planète, pro- 

duites par les actions de Jupiter et de Saturne ; on a seulement négligé l'effet 

de l’action d’'Herschel sur ces deux planètes, ainsi que sur les autres pla- 

nètes inférieures, à cause de la petitesse de sa masse, et de sa grande distance. 

104. On peut réduire de la même manière, à une forme plus simple, 

les équations de la variation des nœuds et des inclinaisons. Soit 

W——!immaa [a,a’],(1— cost) 

— Lmm/aa"{a, a], (1— cost} 

+ m m'a" [a”, a], (1 — cost) 
# 

F1 2 

en faisant aussi toutes les combinaisons deux à deux des masses m', m”, 

, ete., qui sont supposées agir les unes sur les autres, avec les fonctions 

correspondantes de a’, a”, a”, ete., et des inclinaisons L', [, F, etc., qui 

sont déterminées en général par la formule 

cos L° — cos 2°” cos 5° + cos (A0 — R°) sin 100 sin &°, 

dY  dY _d(Qh d(Qh 
on aura, en substituant = di? md? EC.) à la place de - a) pr? EC. 

di’ HE I d'Y . dh! Ds cm d'Y 

dé am’ Vg/ a sin i'dh!° dt _ m’Vg'a'sin id? 

di dY dk" où dY 
AE ES Vg/ af sin idh"” AE “ui Vg/al sint” di” ! 

Ces équations donnent aussi 

d'Y d'P prar « nr. AT puy 
nr Ah + nr = 0, AT di — O, 

et par conséquent, puisque Y est une fonction de #/, 1’, h", 1", ete., sans 

aucune autre variable, dY — o, et Y — à une constante. 

De plus, il est visible, par la forme de la fonction Y, que l’on a cette 
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équation, 

d'F d'Y dYŸ 

AN ant ami dé 0 

Substituant, pour les différentielles de Y relatives à #’, k”, h”, etc., leurs 

valeurs données par les équations précédentes, on aura une équation diffe- 

rentielle en 2”, 2”, 1”, etc., dont l'intégrale sera 

ar . NTI 72 +// P'N77 2771 jf 

m’ V£ a cos ? + m” V£’ ad’ cos L” + m” Vg"a” cos &/ + ..,— const., 

et qu on pourra mettre aussi sous la forme 

re TN OQ RE pe réf HN 9 
* L ë D L 

m’ Vg'«& (sin!) + m7 Vg” a” (sin) + ,..—H"?, 
2 2 

H° étant la valeur du premier membre dans un instant quelconque. 

On peut tirer de cette équation, relativement aux limites des quantités 
i' 1" 

sin A sin — etc., des conséquences analogues à celles que nous avons dé- 

duites d’une équation semblable en e’, e”, ete., dans l'art. 108. 

405. Dans le cas où l’on ne considère que l’action de deux planètes m’ 

et m”, l'expression de Y se réduit au seul terme multiplié par m'm”, et l’im- 

elinaison mutuelle {des deux orbites devient alors constante ; c’est à très- 

peu près le cas de Jupiter et Saturne. 

Dans ce cas, nous remarquerons encore que si l’on suppose que le plan de 

la planète perturbatrice m” coïncide dans un instant avec le plan fixe, on 

aura i= 0, et par conséquent cos ? — cosi’, ce qui donnera 

= — Em'aa[a, a], (1— cost), 

et de là 
dh' . m/a'a" [a”, a" |; 

dt 4 Vg'a! 

c'est l'expression de la vitesse du mouvement rétrograde du nœud de l’or- 

bite de m’sur le plan de l'orbite de m”, tandis que leur inclinaison mutuelle 

demeure constante ; d’où l’on voit que l’action de la planète m” sur la pla- 

nète m’, pour faire varier la position de son orbite, se réduit à donner au 

nœud de son orbite, sur celle de la planète perturbatrice m”, un mouvement 

17. 
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rétrograde instantané exprimé par 

m/a'a! a! a | 

Lee ee dé, 
4 Vg'a 

sans affecter l’inclinaison mutuelle des deux orbites. 

De la même manière, l’action de la planète m’ sur la planète m”, pour 

changer la position de son orbite, fait rétrograder le nœud de cette planète 

sur le plan de l'orbite de m’, d’un mouvement instantané 

. m’ a'a!! [a’, a” |; ’ 

4 Vg”a’ | 
et ainsi des autres planètes. 

En combinant ainsi deux à deux toutes les planètes, on pourra trouver les 

variations de leurs nœuds et de leurs inclinaisons réciproques, puisque, par 

la nature du calcul différentiel, la somme des valeurs particulières d’une dif- 

férentielle en forme la valeur complète. C’est ainsi qu'on avait trouvé les 

changements annuels des nœuds et des inclinaisons des planètes, produits 

par leurs attractions mutuelles, avant qu’on eût une théorie directe et géné- 

rale des variations séculaires. 

106. Pour donner un exemple de cette méthode, considérons trois pla- 
(L 

nètes m’, m”, m”, dont les orbites s’entrecoupent, I”, I” étant les inclinai- 

sons de la seconde et de la troisième sur la première, et L étant l’inclinaison 

de la seconde sur la troisième; il est facile de voir qu’elles formeront sur la 

sphère un triangle sphérique dont les trois angles, en supposant les incli- 

naisons de m” et de m” du même côté, seront L, 180°— T'et L', que nous 

désignerons, pour plus de simplicité, par «, f, y. 

La planète m' fera rétrograder sur son orbite le nœud de la planète m”, 

de la quantité élémentaire | 
m/ a!a! [a’, a” |; 

4Verar 
et la même planète fera rétrograder en même temps sur son orbite le nœud 

de l'orbite de la planète m”, de la quantité élémentaire 

m'a’'a!! [a’, a” | dt 

__. 4Vg7a 
tandis que les inclinaisons [’ et I” demeureront constantes. 
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Ainsi dans le triangle formé par l'intersection des trois orbites, la portion 

de l'orbite de m’ interceptée entre les orbites de m” et de m”, c’est-à-dire 

le côté adjacent aux angles x et 8, croîtra de la quantité A dt; faisant, pour 

abréger, nn 

à . m a'a! ve a” |; _ a'a! [a’, sh) 

"À Vera! Verar } 
8 «à S «a / 

les angles « et 8 demeurent constants. 

Or dans un triangle sphérique dont les angles sont «, 6, y, et dont le côté 

adjacent à « et 8, et par conséquent opposé à y, est c, on a 

COS y — sin « sin Ê COS C — cos a COS f. 

Donc, faisant varier c de A dt, on aura 

d.cos y — — sin & sin B sin cAdk. 

Mais la même équation donne 

cos y + cos a cos AUX ARR Re COS C — : : 
sin à sin (5 

d’où l’on tire 

Vsina® sin (5°? — (cosy + cos & cos B}? 
SIn CC —= - : 

: sin & sin ( 

Vr— cosa? — cosf5? — cos y” — 2cosa cos cosy 

ne sin & sin (3 

Faisons, pour abréger, 

u = \/1 — cos a — cos £* — cosy” — 2 cos x cos B cosy — sinæsmf£ since, 

ON aura 

| d.cosy = — Audi. 

On trouvera de la même manière, en considérant la rétrogradation des 

orbites de m’ et de m” sur celle de m”, laquelle augmente le côté adjacent 

aux angles «, y, et par conséquent opposé à l’angle 6, de la quantité élémen- 

taire Bdf, en faisant | 

B = (ee [a’, al]; …L aa! [a”, CE) 

AU Ve vera 
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tandis que les angles a et y demeurent constants, 

d.cos 8 — — Budit, 

parce que la quantité u est une fonction symétrique des trois cosinus. 

M Jonnera Enfin la rétrogradation des orbites de m’ et »2” sur celle de m 

AUSSE | 

d.cosx —= -—- Cudt, 

en faisant | 

can (eee _ een enn 
4 Vg'a’ Vg'a! 

Dans ces équations, les trois coefficients À, B, C sont constants; ainsi il 

n’y a de variable que la quantité w, qui est fonction des trois cosinus de x, 

8, y, c'est-à-dire des inclinaisons respectives des orbites L, 1°, L'; ainsi on 

pourra déterminer leurs valeurs en fonction de £. 

Si l’on ajoute ensemble ces trois équations, après avoir multiplié la pre- 

mière par m’m’a’a”|a",a"|,, la seconde par — m'm”a'a”[a’,a”|, la 
. 4 ARE CE À 4 0 troisième par m'm’a' a” [a’,a”|,ona 

WU ON M 1/4 1/24 / 1! / [//4 m'm'a’a"|a”,a"|,d.cosy — m'm’a'a"[a’,a"|.d.cos£ 
RENAUD | À / 1 + m'm'a'a"[a",a”|,d.cos « 

VW ON OU [/4 f DE Li AR US OO 1 / mm'a a" |a",a"|, A — m'm’a'a"|a’,a”],B 
= — u dé. 

+ m'm'a’a" |a", a"|,C 

Or, en substituant les valeurs de À, B, C, on voit que le second membre se 

réduit à zéro, par la destruction mutuelle de tous les termes, et le premier 

membre étant intégrable, on a, en remettant pour &, 6, y leurs valeurs !”, 

180°— TL ,l, 

m’m/a”a” [a”, a” |, COS FE se nn [a”, a” |, cos Y 

+ mm'a'a"[a",a"|,cost = const., 

équation qui s'accorde, dans le cas de trois orbites, avec l'intégrale 

Y — constante trouvée plus haut (art. 404). 

S1 l’on fait, pour plus de simplicité, 

COS & — X, COS B — Y, COS Y = 3, 
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on a les trois équations 

dx ——Cudt, dy ——Budt, dz = — Audi; 
u — ve: — A7 — V° —— 7° — 22. 

La première, combinée avec la seconde et avec la troisième, donne, par 

l'élimination de w, 

B ; A 
dy = 5 dx, dz =; dx; 

et de là 

___ Br+a Ax+B 
PRE RP RCE 

FL À er € 

Substituant ces valeurs dans l'expression de w, la variable + montera au 

troisième degré sous le radical, et l'équation dx — — Cudt donnera 
dx r . . , , ® 

dt = — cr équation où les variables sont séparées, mais dont le second. 
a LE | 

membre ne sera intégrable que par la rectification des sections coniques.. 

Mais comme les inclinaisons mutuelles des orbites doivent être supposées 

très-petites, s1 l’on fait 

T—=Ii—É, tn 7 Z—1—6, 

ce qui donne 
e [17 \2 mr pa à | Eu 1 M\S 

é=(sE), #=(1), C=(Gl}, 

les quantités £, n, { devront être très-petites, et l’on pourra négliger, dans 

l'expression de z, leurs troisièmes dimensions vis-à-vis des secondes. On 

aura ainsi 

2 | = 2 = à (En EC + IE) — Em — €, 
et | 

dé=—Cudt, dn—=—Budt, dé — Audt. 

Si l’on différentie cette valeur de 4*, et qu'après la substitution des valeurs 

de d£, dn, dE, on divise l'équation par wdt, qu'ensuite on la redifférentie 

et qu’on y fasse encore les mêmes substitutions, on aura, dé étant constant, 

LE = [2(— AC — AB — BC) — A°—B— Cle, 
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équation intégrable par des exponentielles ou des sinus, suivant que ie 

coefficient de & sera positif ou négatif; mais comme w — sinæsin 6 sinc, il 

est évident que la valeur de & en t ne peut pas contenir d’exponentielles ; 

désignant donc par — u* le coefficient de w dans l’équation précédente, on 

aura 

U —= K cos (ut 2 k), 

K et À étant deux constantes arbitraires qu’il faudra déterminer par l’état 

initial, et comme sin « et sin f sont, par hypothèse, des quantités très-petites, 

K aura aussi une valeur très-petite. 

De là on aura, par l'intégration, les valeurs de £, », €, quine contiendront 

t que dans sin (ut + k), et qui, étant une fois très-petites, le seront toujours 

nécessairement, de sorte que la solution sera toujours bonne. 

On connaîtra donc ainsi les inclinaisons reciproques des orbites pour un 

temps quelconque, mais on ne connaîtra pas encore par là leurs positions 

absolues dans l’espace, lesquelles dépendent des angles #”,X”, ete., 1’, 1”, ete. ; 

c’est pourquoi il est plus simple de chercher directement ces angles par l’in- 

tégration des formules de l'art. 104. 

407. Mais au lieu d'employer ces équations sous la forme où elles se 

présentent, il sera plus avantageux de les transformer par les substitutions de 

l’art. 75, en faisant 

p'=sint sm, p'—sint’sin#”,  ete., 

g'=sint cos#", q”—sini”cos*”,  ete.; 

on aura ainsi, en accentuant les lettres p, g, pour Îles rapporter successive- 

« G ÿ \ 

ment aux planètes m’, m”, etc., et mettant la fonction A la place de (Q) 

{art. 104), 

dp' . Vi—E p°—q" d'y LA _ Vr #— p' = q" dY 

RO m'ÿga dd. dt m'Vga dp' 

dp' __ VE pie qe dE dq" o Vi— pq" d'Y 
| a TE —————————————— ——  ——  —— 9 mms 

dt tt Vg'a’ dqg” dt 

8 e. é GC] $ s à 
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La fonction Y sera, comme dans l’article cité, 

1 LIRE LPS NE | À / 4 du Y— — Lmmaa" [a’, a”"|,(1— cosi) 
/ | 7 nt — <mm'a'a"|a,a"|,(1— cost) 

mais les valeurs cos Le cos L, cos L', etc., deviendront, par les mêmes sub- 

stitutions, 

cs, = PET D QT PL FU: 
du — q rer INT A 

cos Ê — ae SE à _——— te Los dr de a, 

Faisant ces substitutions et exécutant les différentiations relatives à p”', q’, 
NW 1/4 

Pas 

dp’ s im” a! a”[a’, a” |: j 3 ” 5 ; 

TT — crane ‘ 2 di van vi A M LE 
nm” a!a! [a’, a” | 

- me (q' rpg pe Re que er Vi — F=poeq) | 

dqg m'a'a/[a’, a"] 7 ne 
a PRE LE (pq pi pq) 

| m'a! a" [a’, a” |; ; Er an ÿ: Fe 

+ — ee (P Vip De LEE D à 
Re 

dp" m'a! a![a!, a!], e en 

dE Vera (1 ar Vi—p®—q re —q Vip Se ) 

m'aa"|a,a"h, , PR q q"° 7 F2 
— 4 Ver a” (q Vi—p re | a MI pr GR — ) 

dg” ee m'a'a” La’, a" |: 7 n T2 / 7ra fra D a —q") 
I , 1,1 AA {/! 

he m'a 'a"|a”,a"] ( "x pie qe SN, gr) 
Â VeT a” P 

—— Q | e e a e s . e e e 0) e e ° s . ° e e e 

Mec, anal. II. 18 
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108. Ces équations ont lieu, quelles que soient les valeurs des variables 

p',q',p',9q",ete., parce que nos formules ne supposent point que les incli- 

naisons 2’, &”, etc., des orbites sur le plan fixe soient très-petites, comme on 

l’a vu jusqu'ici dans toutes les formules que l’on a données pour le mouve- 

ment des nœuds et les variations des inclinaisons, mais elles supposent seu- 

lement la petitesse des inclinaisons mutuelles des orbites. 

Quant à leur intégration, elle paraît très-difficile en général, et il n’y à 

peut-être que le cas de deux orbites où elle réussisse. | 

Faisons dans ce cas, pour abréger, 

m/ a! a" [a’, a” |: m’ a!'a! [a’, a" |: 

DORRUEeNR ON REIREM 
4 Vg'a’ À Vg" a” 

Te al Co de Vs GDS ND. Vip gx, Vi—p"—q°=7, 

on aura les équations 

dp! / | dg” / 72 
= —M(gy—g'o, TH =M(p y —p'x), 
do" ÿS da’ à 

= NQa—gyh = NU'x—p'y) 

Flles donnent d’abord 

Dev dp" - dg' | HA ‘de à 

Ne an 0e Ce Nr 0 

d'où l’on tire 
Np'+Mp"— pb, Nq'+Mg'=c, 

b et c étant des constantes. 

Maintenant, si l’on différentie l'équation x° = 1 — p*— 4°, et qu'on y 

substitue les valeurs de dp', dg', on a, après la division par xdt, 

_d V1" fx 

= —M(p'q"— q'p"); 

on trouve de même 
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et, de là, 

nr dx dy 

fétant une constante. 

Les intégrales que nous venons de trouver donnent 

Mp'—=b—Np, Mg'=c—Ng, My=f—Nx; 

ces valeurs étant substituées dans les trois equations 

dp' | 
+ M(gy—g'a)=0, %—M(p'y—p'x) = 

on obtient les équations suivantes : 

! ns | da! 7. 
— + fq — CX = 0, 7 — fp + bi = 0, 

dx / l 
a 2 ru bg' = 

qui, étant linéaires et à coefficients constants, sont toujours intégrables. 

On aura de pareilles équations en changeant p”, g”, x en p”, q”, y; mais, 

lorsqu'on connaîtra les trois premières de ces quantités, on aura les trois 

dernières par les trois intégrales précédentes. 

Les expressions de p', q”, x, en t contiendront trois constantes arbi- 

traires, et, comme les constantes b, c, f sont aussi arbitraires, on aura en 

tout six constantes arbitraires, mais qui se réduiront à quatre, pour satis- 

faire aux équations supposées p°? + qg° + à — D _. dr LEA — j;0n 

aura ainsi les valeurs complètes des quatre variables p', q”, P'; 4”; qui don- 

nent la position des deux orbites dans l’espace. | 

Mais notre analyse est fondée sur la supposition que l'inclinaison mutuelle 

des deux orbites soit très-petite; le cosinus de cette inclinaison est exprimé 

par la formule (art. 107) 
FUN FLOU 

L'ErrFaRR TE 

dont la différentielle devient égale à zéro, d’après les équations différentielles 

18: 
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cl-dessus ; cette quantité sera donc égale à une constante, comme nous l’avons 

déjà trouvée (art. 105), et il faudra que cette constante soit supposée fort 

petite, pour l’exactitude de la solution précédente. 

Il serait difficile, peut-être même impossible, de résoudre de la même 

manière le cas de trois ou d’un plus grand nombre d’orbites ; mais nous obser- 

verons que, comme la position du plan de projection est arbitraire, on peut 

toujours le prendre de manière que les inclinaisons des orbites sur ce plan 

soient très-petites, puisque leurs inclinaisons mutuelles doivent être tres- 

petites, et si, les inclinaisons étant très-petites dans un instant quelconque, 

elles demeurent toujours très-petites, la solution fondée sur cette hypothèse 

sera légitime. 

409. En supposant les inclinaisons ?”, &”, ete., des orbites sur le plan fixe, 

très-petites, les variables p', q', p”, q”, ete., seront aussi très-petites, et l’on 

pourra, dans les équations de l’art. 107, entre ces _ mettre simple- 

ment 1 à la place des radicaux W/1 — p°— q"° ,Vi— p— q" — — q"?, ete., ce 

qui les réduira à la forme linéaire, dont intégration est Ha 

On aura ainsi des équations tout à fait semblables à celles que j'avais trou- 

vées, par une autre méthode, dans les Mémoires de l'Académie de Berlin 

pour 1762, et dont j'ai fait aussi l’application aux six planètes principales, 

en donnant les expressions finies des variables pour un temps indéfini ; et les 

Mémoires de 1787, de la même Académie, renferment, de plus, ce qui est 

relatif à l'orbite d'Herschel. Il faut seulement remarquer que, dans Îles for- 

mules de ces Mémoires, les tangentes des inclinaisons tiennent lieu des sinus 

qui se trouvent dans les valeurs des variables: 

p'= sin£’ sin", p'—sint”sink”, ete., 

q'—=sint cosk", a” "= sin £” cos »”, ete. ; 

mais, à cause de la petitesse des inclinaisons, cette différence n'est d'aucune 

considération. 

Lorsque l’on connaît les valeurs de ces variables, on peut déterminer tout 

de suite les inclinaisons mutuelles des orbites par les formules de lart. 107; 

mais ces formules se simplifient dans le cas où les quantités p”, g',p",q",ete., 

sont très-petites. Dans ce cas, on aura, en négligeant les troisièmes dimen- 
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sions de ces quantités, 

cos {! — nee g°+p ee qg”) + pp" + qq": 

et de là, à cause de : 

on aura de même 

et ainsi des autres. 

110. Il reste encore, pour compléter la théorie des variations séculaires , 

à considérer la variation du mouvement moyen que nous avons désigné 

par dA dans l’art. 77. et qui, en négligeant le carré de l’excentricité e, qui 

est supposée fort petite vis-à-vis de l’unité , et accentuant les lettres pour les 

rapporter respectivement aux planètes m” ; m” 5 CUC:s devient 

y, fa d(f!) e!__ d(Q) 
aX= — 2 V5 re dé + ae de dt 

pour la planète m”’; on aura de même, pour la planète m”, la variation da”, 

en ajoutant un trait aux lettres qui n’en ont qu'un, et ainsi de suite. 

On substituera donc dans cette formule, au lieu de la fonction (Q°), la 

somme (Q”), + (Q°),, suivant l’art. 400, et comme la fonction (Q”), ne con- 
// tient point les excentricités e”, e”, ete., on aura simplement 

É a! [d(Q}, d(Q'} e_ d(Q’h, 
dax = 35 ( da! da’ Ne "AT va 

et, pour avoir une formule uniforme pour toutes les planètes m”, m”, ete., 

il,n’y aura qu'à mettre, suivant les remarques des art. AO et 104, 

AR) d(Q); dE HO do 

da? de ? et m’da' 
à la place de à la place de ——— Moules 

m’da! m’'de! 

Fe ve a+ _ dY e! dd? 

Mo À g! \im/da! Es m'da! La Vg'a! me! ? 

qui donnera 
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les fonctions d et W étant données dans les mêmes articles, et étant les 

mêmes pour toutes les planètes. 

Mais si, à la place de ces fonctions exprimées en e”, p', 1, h',e”,etc., 

on veut employer les expressions des art. 103, 107, en m,n, ps: 
/ 

f/ m', etc., il faudra, suivant les formules de l’art. 75, changer Fr en 
€ 

m'd® n'd® . 
© + — 5. On aura amsi 
dm dn 

. pa db Fe AY " T m'd® rs n'db\ 
d'A = —— 9 g' pe nd a Ve'a! dre m'dn' }? 

, 4 x \ 

et, pour avoir da”, d''}, ete., il n’y aura qu'à changer g”, a',m',m',n en 
ff (4 14 { [/4 1/4 

gp ,@a ,m ,Mm,n "OC. 

Dans ces formules, les différentielles relatives à «’ n'affectent que les coef- 
Lis [ | 

ficients a'a”(a', a”), a'a"[a', a"|,, a'a"{a', a”|,, a'a”{a', a”), ete., des 

fonctions ® et Ÿ', à la place desquels 1l suffira de substituer 

d a'(a”, a") is a'a” d | 

/ I! 
f / [/4 d & a 

a'[a”, a°|,+ d'a ee 
TC 

. | db dY 
pour avoir Îes valeurs de -—; ——; et, par les formules de l’art. 98, on trou- 

da’ da | ? 

vera les valeurs des diflérences partielles 
d é', {} ARTU 0 

APE PRAREENERE PS 
il faudra ensuite y substituer les valeurs de m’, n°, p',q", m',eïe., ent, 

trouvées par l'intégration des équations différentielles des art. 105 et 108, 

et que nous avons données, pour toutes les planètes, dans les Mémoires cités 

de l’Académie de Berlin; et, comme ces valeurs sont exprimées par des 

suites de sinus et de cosinus, les variations d\', da”, etc., seront intégra- 

bles : les termes constants donneront, dans à”, 1”, ete., des termes propor- 

tionnels à £, qui se confondront avec les mouvements moyens; et les termes 

en sinus et cosinus donneront de pareils termes, qui exprimeront les varia- 

tions séculaires de ces mouvements. 

J'avais trouvé, par une autre méthode, dans les Mémoires cités de l’Aca- 

démie de Berlin, des formules pour déterminer les variations séculaires des 
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moyens mouvements des planètes, et elles m’avaient donné, pour Jupiter et 

Saturne, des résultats presque insensibles ; mais les formules précédentes sont 

peut-être plus rigoureuses, et 1l sera bon d’en faire l'application aux pla- 

nètes ; c’est un objet dont je pourrai m'occuper ailleurs : ici, Je n'ai eu en 

vue que de montrer l'usage de la nouvelle théorie des variations des con- 

stantes arbitraires, dans la détermination des variations séculaires des élé- 

ments des orbites des planètes. 

S IT. — Sur les équations séculaires des éléments des planètes, produites 

par la résistance d'un milieu très-rare. 

141. Pour ne rien laisser à désirer sur les variations séculaires des pla- 

nètes, nous devons encore considérer l'effet d’un milieu peu résistant dans 

lequel il est possible qu’elles se meuvent , et où elles devraient nécessairement 

se mouvoir, si la lumière était due aux oscillations d’un fluide. 

Nous avons déjà vu, dans l’art. 79, que, pour avoir égard à la résistance, 

il suffit d'ajouter à la valeur de 8Q les termes 

TVdr® + r°d®? (drèr + r°dbdD +rdbdy) 
RS 

l'étant la densité du milieu, qui peut être une fonction de r, et qui doit être 

supposée très-petite, et d'y substituer pour r et ® leurs valeurs en £ données 

par le mouvement elliptique de la planète, en se souvenant que la caractéris- 

tique d se rapporte au temps t, et la caractéristique à aux éléments de la 

planète. | | 

Comme nous ne cherchons ici que les variations séculaires, il faudra, 

ainsi que nous lavons pratiqué plus haut, rejeter tous les termes périodi- 

ques, et ne retenir que les termes constants. | 

112. En désignant, comme dans l’art. 24, l’anomalie movenne de la 

planète par | 

u= VE (te), 

on à vu que 7 et ® — x peuvent s'exprimer par des séries dont la première 

ne contient que des cosinus, et la seconde des sinus d’angles multiples de # ; 
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donc dr ne contiendra que des sinus sans terme constant, et d® des cosinus 

de ces mêmes angles; par conséquent, la quantité dr * + r° d&° ne contien- 

dra que des cosinus, et il en sera de même de la série qui exprimera la va- 

leur de \/dr° + r°d&*. Ainsi, en faisant T — fr, la quantité T dr? +r° do? 

sera exprimée par une série de cosinus de multiples de . 

Maintenant, pour avoir dr et 9, il faudra faire varier dans les séries de r 

et de ® les coefficients des cosinus et des sinus qui sont donnés en a et e, et, 

de plus, l'angle 4, à raison des constantes & et e qu’il renferme. Désignons 

par à (r) et à (&) les parties de Îr et de Sd qui contiennent les variations des 

LS dr a 1D 
coefficients, on aura Ôr — à (r) + — Ju, et, de même, 2 — à (D) + _s Su 

donc 

drèr+r"d®i®= Grô(r) + r°doi(®) + (dr? + r°d%) . 

Or il est clair que ô(r) ne contiendra que des cosinus; et, comme dr ne 

contient que des sinus, drô(r) ne contiendra aussi que des sinus sans terme 

constant; de même, 5 (®) ne contiendra que des sinus, et, comme Ôô® ne 

contient que des cosinus, db 3 (&) ne contiendra aussi que des sinus ; d’ail- 

leurs r? ne contient que des cosinus, par conséquent, r*d®ô(®) ne contien- 

dra que des sinus. Donc la quantité drô (r) + r°d®8(®) ne contenant que 

des sinus d’angles multiples de 4, sans aucun terme constant, devra être 

négligée. 

443. Ainsi, pour les équations séculaires, on aura simplement 

ou 
drèr +r*d®5® = (dr + r°d®) Te 

Or, du — di / È donc, faisant ces substitutions, on aura, pour les termes à 

ajouter à 8Q, à cause de la résistance du milieu, 

l'(drrtddt) 7/07, (Var rt dd )re ap? \ 
NE ge 0 

où il faudra substituer pour r et & leurs valeurs en t ou w, et ne retenir dans 

les résultats que les termes indépendants des sinus et cosinus de w. 
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Var les propriétés du mouvement elliptique, on a tout de suite 

r°d® — Ddt = dt\/ga(i —e), 

dr” + dot (Fr 7)sdr; 
| J' Œ } 

ainsi les termes dont il s’agit se réduiront à 

où du = —1/ #30 24/E (8 0) da. 
a 2 a | 

114. Tels sont les termes qu'il faudra substituer à la place de 46Q, dans 

les formules générales des variations des éléments des planètes (art. 74), et 

l’on aura | 

1 — € 2 £ 2 1\* = 

HSE V2 | (2 ci :) | vedr 

et les variations des autres éléments x, h, i seront nulles; d’où l’on peut 

d’abord conclure que le grand axe ou la ligne des apsides, ainsi que le nœud 

et l’inclinaison, ne seront sujets à aucune variation séculaire; par consé- 

quent, la résistance ne déplacera point l’orbite de la planète, mais en chan- 

sera seulement à la longue le grand axe et l’excentricité, et produira en 

mème temps une équation séculaire dans l’anomalie moyenne et dépendante 

de la variation de c. 

Si l’on combine ensemble les deux premières équations, on a 

| 3(t— cd 
de — me F 

24 

donc 

drnoese ESS ee. 

Méc. anal, I. 19 
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divisant par V a°, et intégrant, on trouve 

—. dt 
en supposant que l'intégrale J hs commence au point OÙ 4 —= O ; ainsi tout 

Va: | 

dépend de la variation de la distance moyenne à. 

Si, dans la première approximation, on néglige l’excentricité e supposée 

s LU » 9 Ï À T " e f « e 

très-petite, on a r — a É — :) = — (*); et, comme la densité du milieu l 5 

he peut être qu’une fonction de r, elle sera une fonction de a, et la première 

équation donnera 

Dern 
2T Vga 

Supposons l' constant; on aura, en intégrant, 

VA — Va 
bre — ÿ 

T V8 
À étant la valeur de à lorsque t = 0; donc 

a (VE — vs). 
et la valeur de w deviendra 

8 s ,5 5 
d | : | : 4 1. 2 À’ 

— : # ? 
ES C - Hs Re er mn ue NA 

fe = (VA—:TVg) À 

où le coefficient L' doit être supposé très-petit. 

(*) J'ai dû conserver cette équation qui est dans la deuxième édition, mais je dois avouer qu’il m'est 

impossible de comprendre son origine. Si l’on néglige e, on a, simpiement, 7 — a, et la valeur de da 

# # 1 . | L da 0 7 . N : 2 H : 

(page précédente) donne bien alors dt = — = + Mais l'équation non homogène 7 — a | — — — 

S É . Q . , . : n’est exacte n1 rigoureusement n1 approximativement ; et, d’ailleurs, on n’en tirerait pas 7 — trs 
Va 

(4, Bertrand.) 
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415. Pour avoir la variation séculaire de l’excentricité e, il faudra substi- 
ne 3 

2 I 2 
tuer dans js expressions irrationnelles / sel ( — 2) de la valeur de - 

de l'expression de r en #, et ne retenir dans le développement que les ter- 

mes constants. Or, en ne conservant que les secondes dimensions de e, 

on a, par l'art. 24, | 

e? e? 

PR UN E, — ecosu + T— Leos au |, 

d’où l’on tire 

ï 1 4 
= = - (1 +ecosu + e* cos 24) 
f a ? 

\/: ER I + eCOS U — 2 ER 
r a Va À À 

2 1 \° 3 Lè 
ee = 1 + ÿecosu +Te de COS 24 

a° 

par conséquent, en rejetant les cos w et cos 24 ("), on aura 

= d 
de=—ryg(i—e#)eT. 

Si l’on substitue pour Va a sa valeur \/A A—iT Ve o, et qu’ on négligé d’abord 

les e*, on aura l’équation 

e(VA er Ve) 2 reed, 

E(1—ery/s). 

FE étant la valeur de e lorsque t — 0. 

dont l'intégrale donne 

Mais comme l'existence d’un milieu résistant, et, à plus forte raison, la 

loi de la densité de ce milieu, ne sont qu’hypothétiques, les résultats précé- 

dents ne doivent être regardés que comme une application de nos formules 

sénérales des variations séculaires. 

(”) Qui sont des termes périodiques. (J. Bertrand.) 
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S IV. — Du mouvement autour du centre commun de gravité de plusieurs 

COrps qui s’attirent mutuellement. 

116. Nous avons démontré dans l’art. 6 de la troisième section que, dans 

tout système libre, les équations du mouvement des corps du système sont 

les mêmes, soit qu’on les rapporte au centre de gravité du système, ou à un 

point quelconque fixe hors du système. Ainsi, dans les formules de l’art. 86, 

on pourra établir dans le centre de gravité de tous les corps m, m',m”,ete., 

l’origine de leurs coordonnées x, y, 3, æ’, y’, etc., et, par les propriétés 

du centre de gravité, on aura les trois équations : 

mx + m'x' + m’x/+ mx" + ... —0o, 
1 2/4 d 14 my + m'y'+ m/y"+ m'y" +... —o, 

D mem 2 nn 2 ms Le, +0, 

lesquelles donnent tout de suite les valeurs des coordonnées de m, par celles 

des autres corps m’, m”, etc. 

Considérons en particulier le mouvement du corps m” autour du centre 

commun de gravité. Comme ses coordonnées +”, y”, z’ sont indépendantes, 

on pourra, dans les formules de l’article cité, réduire les quantités F et V 

aux termes multipliés par m”, qui sont les seuls qui contiennent les variables 

x’, Y',2,et diviser ensuite ces quantités par m'; ainsi dans l’équation géné- 

rale on pourra substituer T” et V” à la place de T et V, en faisant 

QU dx"? + dy" + dz'? 

Sa Sr. 
2 di? 

et 
| / 1 [ V'=mfR'dp + m°[R' dp + m'[R dp + ..., 

et l’on aura pour chacune des trois coordonnées de l'orbite de m° autour du 

centre commun de gravité, une équation de la forme 

OT! OT!  V' 
ide de ge 

4 | | : , 

£ étant une quelconque de ces coordonnées. 

247. S'il n’y avait que deux corps m et m’, la valeur de V’ se réduirart 
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! au seul terme m/fR'dp', et l'on aurait 3V'= mR'ôp', R' étant supposé 

fonction de p. 

Pour avoir la valeur de à V' ee a &.,1l faut diérenter ja variabie 2 

fre, 2 ee 2 _\2 pa We — a + (y y + (2 2ÿ5, 

en ne faisant varier que x”, y”, z', et ensuite y substituer pour x, y, z leurs 

valeurs 

m'x’ m'y’ mz 
TC = — 

mn ù ini ih 

On aura ainsi 
,__ m+m' x'dx' + y'ày' + z 02" 

Pi 
nm P 

Or, par les mêmes substitutions, on a 

M mm + mm m’ 72 EX 
p — x a y" 

Donc, faisant 

= yat + y + 3" 

rayon vecteur de l’orbite de m’, on aura 

;, m+m’ 7, 

ps m F3 

et, par conséquent, 
| 15 FR ee RS x'ox + y dy +z0z 

Qp = ————— ) Re — Ôr; 
j° 

done aussi dp— — dr”, de sorte ee valeur de V’ deviendra m/ R'dr, R' étant 

m+n maintenant une fonction de ? — r” semblable à la fonction supposée de +”. 

; I CE , : + 

Dans le cas de la nature, on a R'— FLE donc la force R”, dirigée vers le 

: mm? ; | 
centre commun de gravité, sera représentée Par = 55? Ce qui est 

(m + m/}°7" 

Connu. 

118. Considérons maintenant le cas où le système est composé de plus 

de deux corps, et supposons, pour simplifier la question, que la masse m 

soit beaucoup plus grande que chacune des autres masses m', m”, ete., ee 
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qui est le cas des planètes à l'égard du soleil; les quantités x, y, z devien- 

dront très-petites vis-à-vis des quantités x’, y’, z”, x”, ete., dans le rapport 

des masses m’, m'”, etc., à la masse m, en vertu des équations données dans 

l'article précédent ; et l'on pourra, dans le développement, s’en tenir aux pre- 

mières puissances de æ, y, z, du moins tant qu’on ne voudra pas avoir égard 

aux carrés des masses. | 

Comme R/ est supposé fonction de p”, [ R’dp" sera aussi une fonction de p' 

que nous dénoterons par #p”, et la quantité R sera exprimée par F'p', sui- 

vant la notation des fonctions dérivées. Or on a 

= Va — 2) + (y y (7 — 2), 
et 

| Psyareprage 
donc _— 

. d. Fr! d.Fr! d.Fr 

D a 
et différentiant par à, les quantités x, y, z demeurant constantes, 

LS ” d.F7r! ; d.Fr! d.Er 

où il faudra mettre pour #, y, z leurs valeurs 

LU = — 9 

m 

di DT 7 y m'y" + m/y"+ my +... 

- m 

PONS ER 
BL == ——————————————————— e 

im 

149. Supposons que la force d'attraction R’ soit comme la puissance p” 

de la distance p”, on aura 
Lui 

p+i 

et la fonction #'}" sera une fonction homogène de x”, y”, z" du degré +1; 

de sorte qu'on aura, par la propriété de ces fonctions, 
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donc différentiant par 3, et observant que 

e le dl d.Fr! 

__ da + dy + —r d2 = Fr, 

on aura 
d.F : N A. Fr! d.F'r! 

ee MN 0 ut O0 der — udfr. 

Donc, si l’on fait, pour abréger, 

d.Fr! sa. Fr! d.Fr! 1/4 /4 fl 1/4 
(R ) er de AE ‘= Y a + 2% Ti 9 

d.Fr' d.Fr d.Fr ff, (144 4/4 {14 

CSC de de LL A 

on aura, après les substitutions, 

{Hi 3 Fp PÈE p pe SR) + SRE) + 
et telle sera la valeur de 3.fR’dp" dans la différence SV” (art. 416); de sorte 

qu’on aura pour le premier terme m/R'dp’ de V, 

m /R'dp — (m + um’) Fr'+ m°(R”7) + mPCR7) -+- V2 

pl ti 
Fr'—° Li 

B+i 

Dans le système du monde, l'attraction des planètes est en raison inverse 

des carrés des distances ; on a ainsi 

et l’on trouve 

j | : A (R") L x! x! 1e y'y" + z'zl r? 7? p, ® 

! EE —— Î°© 29 —————_——— TT 9 

ZA f, (R") — nu x! + Ann . 

RE ER 

en faisant 

4 T2 2 TE 
Paso pl ee y LL z/ ét rs 
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Donc, si l’on fait ces substitutions dans la valeur de V’ (art. 146), et qu'on 

. ] I . T 
y suppose aussi R = >; R' — -;; etc., on aura, dans le cas de la nature, 

e 
? 1 / 

pour le mouvement du corps m' autour du centre commun de gravité, 

VA m—92m/ PLU 2 pl ge 
ee m 5 — ——— 3 — <— 

D 27! 
! 

NE NUE) ra 
mm À et nn 

— M, — ——,——— | — . 
P 9 7° 

Le premier terme de V’ , s’il était seul, donnerait, comme on l’a vu dans 

le chapitre premier, une orbite elliptique dans laquelle g — m — 2m’; et 

comme les autres termes sont fort petits par rapport à celui-ci, étant multi- 

pliées par les masses m”, m”, etc., supposées très-petites vis-à-vis de m, on 

peut les regarder comme dus à des forces perturbatrices dont l'effet est de 

faire varier les éléments de l’orbite elliptique. Ainsi en faisant, comme dans 

l’art. 90, | : 

LA 9 fa HE) #9 ; /2 LE) 
/ ml M ne bn © mp lu me on 

Q —= m EE) + m DR c. te ea 8 j sé 

Lg 2 7/3 or 

on pourra déterminer, par les formules données dans l’art. 74, les variations 

! 

de ces éléments. 

420. Si l’on compare cette valeur de Q° qu'on vient de trouver pour le 

mouvement du corps m’ autour du centre de gravité du système avec celle 

de la quantité Q” pour le mouvement du même corps autour du corps m, on 

voit qu'elles sont semblables ; les rayons vecteurs des orbites étant repré- 

sentés dans celle-ci par p”, p”, etc., et dans la précédente par r’,r”, etc., et 

les quantités p , p étant les mêmes dans l’une et dans l’autre, puisqu'elles 

représentent les distances rectilignes du corps m’ aux autres corps m”, 

m”,etc., il n'y a de différence qu’en ce qu’en changeant p”, p”, ete., enr’, 

r”,etc., il faut échanger entre elles les quantités 7”, r”, ainsi que les quan- 

ütés r”, r”, et ainsi des autres. Or, si l’on ne cherche que les variations sécu- 

laires des éléments, comme nous l'avons fait pour l'orbite de m’ autour 

de m, il est facile de voir qu’on aura la même valeur de (Q”) pour les deux 

orbites, et, par conséquent, les mêmes formules pour ces variations, ce qui 

est assez remarquable. | | 
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Au reste, dans la valeur de Q” trouvée ci-dessus. on pourrait effacer les 
, ÿ P 

./2 ,/2 
; um À 

2r 
termes — m” —> rs —elc., parce qu'étant de la même forme que 

/ m — 2 m D : Pe : 
le premier terme — en — de la quantité V”, ils peuvent se joindre à ce 

terme, lequel deviendrait ainsi 

m — 9 m/— mm” — m"” — 

7 A 
r 

de sorte que le corps m’ décrirait autour du centre de gravité une orbite, 

comme s'il y avait dans ce centre une masse égale à 

m—2m—m’—m"— ..., 

et les forces perturbatrices de cette orbite seraient par conséquent, toutes 

choses d’ailleurs égales, moindres que celles de l’orbite du même corps m’ 

autour du corps le plus gros m. 

HUITIÈME SECTION. 

DU MOUVEMENT DES CORPS NON LIBRES, ET QUI AGISSENT LES UNS SUR LES AUTRES 

D'UNE MANIÈRE QUELCONQUE. 

1. Dans la section précédente, nous avons supposé que les corps étaient 

libres, et qu’ils pouvaient, par conséquent, recevoir tous les mouvements 

que les forces accélératrices tendaient à leur imprimer. Dans cette hypo- 

thèse, les coordonnées de chacun des corps peuvent être prises pour des 

variables indépendantes, et chacune d’elles donne une équation de la forme 

(art. 4, sect. VII) 

Lorsque les corps ne sont pas libres, soit qu’ils soient assujettis à se mou- 

voir sur des surfaces ou des lignes données, soit qu'ils soient liés par des fils 

ou des verges, ou que leur mouvement soit modifié d’une autre manière 

Mée. anal, II. 20 
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quelconque, ces conditions, exprimées analytiquement, peuvent toujours se 

réduire à des équations de condition entre les différentes coordonnées des 

mêmes corps, par lesquelles quelques-unes de ces coordonnées dépendront 

des autres, et pourront être exprimées par des fonctions de celles-ci. 1 y 

aura donc alors un moindre nombre de variables indépendantes ; mais cha- 

eune de ces variables donnera encore la même équation que si elle appar- 

tenait à un corps libre. Aïnsi les mêmes formules que nous avons données 

dans les art. 4 et 2 de la section précédente serviront aussi de base dans 

celle-ci. | | 

On aura aussi, quelle que soit la liaison des corps, l'équation des forces 

vives 

TV = H. 

2. Si le mouvement se faisait dans un niilieu résistant, nous avons vu, 

dans l’art. 8 de la même section, que la résistance R donnerait pour chaque 

corps m les termes 

, dxdx + dydy + dzdz 
R me ? 

à ajouter à 2 V; ainsi il n’y aura qu’à réduire les différences dx, dy, 92 en 

différences relatives aux nouvelles variables indépendantes. | 

On peut donner à cette réduction une forme générale, par l’analyse de 

l'art. # de la sect. IV; car, en nommant £, d, ® les nouvelles variables, on 

a vu que la quantité drôx + dyèy + dzèz se transforme en 

FABdE + G(dED + dE) + Had + T(dédo + deé) + ..., 

où l’on voit que le coefficient de 3€ est 

Fd£ + Gdd + Ido. 

S1 l’on change le & en d, alors la transformée de dx? + dy° + dz° devient 

FdË + 2Gd£d\ + Hd? + 21d£dg + .... 

et si l’on désigne cette transformée par ®, il est clair que l’on a. 

db Fd£ + Gd) + do 
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Îl suit de là qu’on aura, en général, 

d® dY. 
dxôx + dyèy + dzèz — > 0dE Pa 2.0 dy 

4. db 

La résistance des fluides étant, en général, proportionnelle au carré de la 

vitesse © (s étant l’espace parcouru par le corps), si l'on désigne par T la 7 pee -P P ps}; D UE D 

densité du fluide, on aura 
ds? 

R=T-) 

et les termes à ajouter à 0 V seront 

dx d x + Do + dzdz 

T' ds dd t 

Donc, en retenant la signification de la lettre T de l’art. 1 de la section pré- 

cédente, il n'y aura . —_ à 9 V les termes 

et changer ensuite m, m’, m”, etc., en Tds, T'ds’, T”ds”, ete.; car la résis- 

tance n'étant pas proportionnelle à la masse, mais seulement à la surface, il 

n’y aura qu’à exprimer par T, TL’, T”, etc., les résistances que les corps m, 

m’, m”, etc., éprouveraient en se mouvant avec une vitesse égale à l'unité. 

Ainsi l’équation de l’art. 4, relative à £, deviendra | 

QT  ÔT dV  ÔT 
‘dde de | de dde 

Mais l'équation des forces vives n’aura plus lieu dans ce cas. 

3. Au lieu de réduire d’abord toutes les variables du problème à un petit 

nombre de variables indépendantes, par le moyen des équations de condi- 

tion données par la nature du problème, on peut traiter immédiatement 

toutes les variables comme indépendantes, et si L — 0, M = o, etc., sont 

les équations de condition entre ces variables, il suffira d’ajouter à l'équation 

relative à chacune de ces variables, des termes de la forme 

oL oM 
—+ LL 

fige dE 

20: 
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On aura ainsi, relativement à une variable quelconque £, l'équation 

RS TS ANR EN ee Le NO Jde de | dE E JE 

les quantités À, u, etc., étant des quantités indéterminées qu’il faudra éli- 

miner, au moyen des équations de condition. 

À l'égard de ces équations, nous avons déjà remarqué qu'il n’est pas 

nécessaire qu’elles soient sous une forme finie ; il suffit qu'elles soient diffé- 

rentielles du premier ordre : alors, en changeant la caractéristique d en à, 

on aura également les différences partielles relatives à chaque variable £. 

Enfin, si le système était composé d’une infinité de particules jointes 

ensemble d’une manière quelconque, on suivrait, à l'égard des termes dus 

aux équations de condition, les mêmes règles que nous avons données dans 

la sect. VT de la L° partie (art. 40), puisque ces termes sont les mêmes dans 

la formule générale du mouvement que dans celle de l'équilibre. 

&. Le problème étant réduit à un certain nombre de variables indépen- 

dantes, on aura, pour chacune de ces variables, une équation différentielle 

du second ordre, dont l'intégration introduira deux constantes arbitraires ; 

de sorte que la solution complète contiendra deux fois autant de constantes 

arbitraires qu’il y aura de variables indépendantes, lesquelles devront être 

déterminées par l’état initial du système. Or si, pendant que le système se 

meut, 1l arrive qu’un ou plusieurs des corps qui le composent reçoivent 

dans un instant donné des impulsions étrangères quelconques, ces impul- 

sions n agissant que dans un instant, ne changeront pas la forme des équa- 

tions, mais seulement la valeur des constantes arbitraires ; et si les impulsions 

devenaient infiniment petites et continuelles, les constantes arbitraires ces- 

seraient d’être constantes et deviendraiïent variables elles-mêmes. 

Nous avons déjà donné, dans le chap. II de la section précédente, la 

théorie de ces variations des constantes arbitraires pour les corps libres, et 

nous en avons fait l'application aux éléments des orbites des planètes ; nous 

commencerons cette section par la généraliser et la rendre applicable à tout 

système de corps qui agissent les uns sur les autres. 
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CHAPITRE PREMIER. 

FORMULES GÉNÉRALES POUR LA VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES, DANS LE MOUVE-— 

MENT D'UN SYSTÈME QUELCONQUE DE CORPS, PRODUITE PAR DES IMPULSIOUNS FINIES ET 

INSTANTANÉES, OUÙU PAR DES IMPULSIONS INFINIMENT PETITES ET CONTINUELLES. 

5. En nommant £, +}, ®, etc., les variables indépendantes auxquelles on 

aura réduit toutes les coordonnées x, y, z des corps du système, par le 

moyen des équations de condition dépendantes de la liaison des corps, on 

pourra toujours exprimer chaque constante par une fonction donnée de £, 4, 
à | 

?, etc., et des différentielles —, =, +, etc. Or, les variables finies £, 4, 

®, etc., ne dépendent que de la position instantanée des corps dans l’espace, 

et ne peuvent, par conséquent, subir aucun changement par les impulsions 
, | ER | rs dE dd do 
étrangères ; il uw’y aura donc que les différentielles Nr er. dont les 

valeurs pourront être changées par ces impulsions. 

: È e à 1: d ° 8. d y Û 

Supposons qu'elles deviennent _ + £, a + à), + + ®, etc., les ac- 

croissements 2 1e o, etc., seront dus aux impulsions ; ce seront les vitesses, 

suivant les coordonnées £, 4, ®, etc., que les impulsions produiraient dans 

le premier instant, et qu’il s’agit de déterminer. 

Soient P, Q, R, ete., les forces d’impulsion appliquées à chaque corps m 

du système, suivant les directions des lignes p, q, r, etc., et tendantes à les 

diminuer, et soient æ, y, z les vitesses initiales qui en résulteraient dans ce 

corps, suivant les directions de ses coordonnées rectangles x, y, z, et dans 

le sens où ces coordonnées augmentent, si tout le système était en repos ; 

on aura, par l'art. #À de la sect. Îf, l'équation 

S(xdx + yÈy ie 20z)m — S(Pôp + Qôq+Rèr+...)—o, 

laquelle doit se vérifier indépendamment des variations d£, à, d@, etce., de: 

chacune des variables indépendantes. Il n’y aura done qu’à substituer dans 

cette équation les valeurs de x, y, z et de p, q, r, etc., en fonction de £, 

d, ®, etce., en remarquant que les vitesses x, y, z peuvent s'exprimer, 
dx dy dz 

comme toutes les vitesses, par —, Zi 
| Ê PAP VAR TER Ar 
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Par ces substitutions, on aura la transformée 

S(xèx + yèy + 202)m = a0Ë + WON + Dog +... 

et si l’on fait, comme dans l’art. 62 (section précédente), 

0Q = — S(Pôp + Qôq + Rôr + ...), 

on aura les équations 

us. 10 _9a _0de 
er à Da D 

lesquelles seront en même nombre que les variables £, 4, @, etc. 

Or il est facile de voir que les quantités Z, W, &, etc., seront des fonctions 

de £, À, 6, ete., et de leurs différentielles ce ) “e etc., et que ces dif- 

férentielles ne seront autre chose que les vitesses initiales que nous avons 

désignées ci-dessus par #, À, ®, etc., et qu'on pourra, par conséquent, 

déterminer par les équations précédentes. 
dy dz 
RTS la quantité Comme l I = omme les quantités x, Y; z sont équiva ERLES à PR 

xx + yèy + 202 pourra aussi s'exprimer par 

dx dx + dy0y + dadz 

dit 

et il suit de ce que nous avons démontré ci-dessus (art. 2), que si dans la 

formule 

dx? + dy° + dz° 

Sr 
on 7. pour x, _ z leurs valeurs en £, 4, ®, etc., et qu’on y change 

= en se Ÿ en 4, à en ®, on aura, par les différences partielles relatives 

à Ë, a, ?, etc. , 

- d'T d'T d'T 
EE = 9 = TT = 79" 9 dE dÿ do 

et les équations pour déterminer #, d, ®, etc., seront 

AT: -90 dT _0Q dT _0Q 
— = 9 °° 9 UE UN 4% 
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ou l’on remarquera que ces inconnues n’y seront qu'au premier degré, puis- 

qu’elles ne peuvent être qu'au second degré dans la quantité T. 

Ainsi l'effet des impulsions instantanées et finies P, Q, R, etc., consistera 
dE d d Perd, Sn 

2 _. etc., des quantités Æ of, ®, etc., 

dans les expressions des constantes arbitraires du problème. 

à augmenter les différentielles 

6. Pour appliquer cette théorie au cas des impulsions très-petites et con- 

tinuelles, on changera P, ©, À, etc., en Pdt, Qdt, R dt, etc., ce qui chan- 

vera 2Q en dtiQ, et les quantités £, 4, @, etc., deviendront très-petites du 

premier ordre; les constantes arbitraires deviendront continuellement varia- 
, 4 Ju 

dt‘ dt dt 

dans les expressions de ces constantes; de sorte que, a étant une des constantes 

bles, et les quantités £, d, ®, ete., seront les variations de » etC., 

du / do / + dE in 
devenues variables, on aura, en faisant T6 = V7 —=9®,et., 

da : da | da 
da = ne + Ne + 

les variables finies £, , ®, etc., ne recevant aueun changement; et il n’v 

aura plus qu’à substituer pour £, 4, ©, ete., leurs valeurs tirées des équa- 

tions données ci-dessus; mais, dans le cas présent, ces équations peuvent 

ètre mises sous une forme plus simple, par la considération suivante. 

En regardant les variables £, L, @, etc., ainsi que les différentielles £”, 

J', ®’, etc., comme fonctions des constantes arbitraires a, b, ce, ete., et du 

temps £, et désignant par à leurs variations résultantes des variations de ces 

constantes, 1l est clair qu’on a 

L NP NS. CR Nr = De) EN À NT 
9€ Er) O, Gr! G:, D Ge G ;. Ge ne É: Dal EEE A, | 0 ® ee, Ds. s 

i 

2. — ue” IT AdT | 
et comme les différences partielles HR: a etc., ne contiennent que les 

premières dimensions de £, A, &, etc., il est facile de voir qu'elles peuvent 
d'T T | 
Sr pi9: À TT etc., en regardant T comme fonction de £”, d”, 

®’, etc. Ainsi, les équations dont il s’agit deviendront 

se réduire à à. 

TT 3 (2 Ë 2Q Û __ © dé, s 4T _ on Rare Or 
ART dE "dd dd dé, a oo ; % Se 
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et l’on aura 

d da = TA de + UN + 7er 00" + ne 

où il faudra substituer les valeurs de 3£”, à’, d”, ete., tirées de ces équa- 

tions. | 

Si l’on change ensuite les différences partielles de Q relatives à £, 4, 

œ, etc., en différences partielles relatives aux constantes a, b, c, etc., on 

parviendra à des formules semblables à celles de l’art. 60 de la section pré- 

Me leseuélles Ra Pate ce ente, als esque es 1eS COefTiIcie ARE 75 * e C., auron à Proprie € 

d’être indépendants du temps t, mais la démonstration directe de cette pro- 

priété singulière devient très-difficile, comme on peut le voir dans le beau 

Mémoire de M. Poisson sur ce sujet, inséré dans le tome VII du Journal 

de l'École Polytechnique, et l'on ne se serait peut-être jamais avisé de la 

chercher si l’on n'avait été assuré d’avance de la vérité de ce théorème (*. 

Comme j'ai déjà donné, dans la sect. V, une théorie complète des varia- 

tions des constantes arbitraires, je ne m'y arréterai plus ici; j’ajouterai seu- 

lement deux remarques sur les formules de cette théorie. 

7. La première remarque est relative à la formule générale de l’art. 41 

de la section citée, laquelle, en faisant, pour simplifier, 

d'T dT nes d'T = 1", = fe qi = Tes 

se réduit à 

A.Qdt — AEÎT' + ANST? + AQIT 7 + ... 

— DEAT'— SJATT— SEAT” — ..., 

où la caractéristique à indique les variations dues à toutes les constantes a, 

b, c, etc., devenues variables, mais où la caractéristique À peut se rapporter 

indifféremment à chacune de ces constantes. En la rapportant d’abord à une 

quelconque de ces constantes, comme «, et développant les variations indi- 
oo qq 

: , dQa dQ Sn nre 
(*) Voyezla Note VIT à la fin du I volume. Les coefficients de mn? jp? etc. sont précisément les 

da 

expressions considérées dans cette Note. On prouve facilement qu'ils sont constants, mais Lagrange 

a raison de faire observer qu’on se serait difficilement avisé de les chercher à priori. (7. Bertrand.) 
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quées par ?, on a tout de suite la formule 

dt — [a, bidb +[a,c]de+T{a,kl]dk +..., 

dans laquelle 

L b _ dE d'T" dy dT’" do dT" 

CAR murmure 
dT'd£  dT"dÿ  dI"de 
nr re | 
__ dt dl" dbdT"  dedT" 

ele dd 
_dT'dt dl"d)  dT"do 
a a ua de O2 

et où les valeurs des coefficients [ a, b], [a&, c], ete., deviennent indépen- 

dantes de #, après la substitution des valeurs de £, 4, ®, etc., en a, b, 

c, etc., et L. 

On a ainsi les formules auxquelles je suis parvenu d’abord dans le Mémoire 

sur la variation des constantes arbitraires dans les problèmes de Mécanique. 

M. Poisson a trouvé ensuite des formules plus directes, qui reviennent au 

même que celles que j'ai données dans l’art. 48 de la sect. V; mais, quoique 

celles-ci paraissent plus simples, parce qu’elles donnent immédiatement les 

valeurs des variations da, db, etc., au lieu qu’il faut les déduire des autres 

par l'élimination, cet avantage n’est qu'apparent, comme nous l'avons déjà 

remarqué plus haut (art. 66, sect. VIE); on peut même dire que dans plusieurs 

occasions l'avantage sera entièrement du côté des formules précédentes, parce 

qu’elles ne demandent aucune réduction préalable et qu’elles peuvent s’appli- 

quer immédiatement, toutes les fois qu’on a l'expression de chaque variable 

en temps, dans laquelle les constantes arbitraires entrent d’une manière quel- 

conque ; c'est par cette raison que J'ai cru devoir les redonner ici. 

8. La seconde remarque porte sur l’étude qu’on peut donner à ces 

formules, relativement à la nature des forces perturbatrices. Nous avons 

toujours supposé que ces forces étaient telles, qu'étant multipliées par les 

éléments de leur direction, la somme devenait intégrable, et pouvait être 

Mc. anal, TI. 21 
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exprimée par une fonction des variables indépendantes que nous avons 

désignée par — Q. | 

Mais nous avons déjà remarqué dans l’art. 62 de ls section précédente, 

que, quelles que soient les forces perturbatrices KR, Q, P, etc., il suffit de 

faire 

— 0 = Rôr + Qôq + Pôp + .. 

_en rapportant les différences partielles relatives à la caractéristique à, aux 

seules variables r, q, p, etc. 

En général, il n’est pas nécessaire, pour l’exactitude des formules des 

variations, que les forces perturbatrices que nous avons représentées par les 
d Nu dA 

différences partielles dd de 

tielles d’une même quantité. On peut supposer que ces forces soient expri- 

» etc., soient en effet des différences par- 

mées par des quantités quelconques, que nous désignerons par @’, Q”, 

Q7, etc.; alors, au lieu de A.Q, dans les formules de l’art. 44 de la sect. V, 

on aura 

Q'AË + OA + Q7AG +..., 

et l’équation de l’article précédent deviendra 

(Q'AE + Q'AŸ + Q"AP +...) dt 

= AËEËT' + ANSTY + AGIT" + 

— DEAT — SAT — SEAT — ...; 

d'ou, en rapportant la caractéristique A à la constante arbitraire «, on aura 

également 

y dE n dY 7 do ù (or É+e+a te dt 

—|a, b|db + [a, c|de + a, kjdk SUR 

en regardant les variables £, 4, ©, etc., comme fonctions de a, b, c, k, etc. 

La même chose aura lieu pour les formules des art. 44 et 18 de la même 

section V, en mettant partout 

Q'dE + Q’d\ + 04e +. 

à la place de dQ, et rapportant aux variables £, 4, ©, etc., les différences 
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partielles de Q relatives aux constantes «, £,7y, etc., À, mu, v, etc., où @, b, 

c, À, etc. 

9. Enfin, on peut faire abstraction des forces perturbatrices et ne consi- 

dérer la fonction — Q que comme une quantité qui, étant ajoutée à la fonc- 

tion V due aux forces principales, produit les variations des constantes arbi- 

traires dans les mouvements qui résultent de ces forces. Et comme dans le 

calcul de ces variations il n’entre que les différences partielles de Q relatives 

aux variables indépendantes £, 4, ®, etc., il n’est pas nécessaire que la diffé- 

rentielle dQ soit une différentielle exacte, 1l suffit que les différentielles qu'elle 

contient soient elles-mêmes des différentielles exactes dont on puisse avoir 

les différences partielles par rapport aux variables £, A, ©, etc. 

Cette extension de nos formules. que nous avions déjà annoncée dans 

l'Avertissement du tome I”, peut être utile dans plusieurs problèmes où les 

forces perturbatrices ne seraient pas seulement fonctions des variables indé- 

< NO Ee d£e dd d 
pendantes £, d, o; etc., mais aussi de leurs différentielles D # _L etc., 

et du temps t; par exemple, si, après avoir résolu un problème de Mécanique 

dans le vide, on voulait avoir égard à la résistance d’un milieu, comme nous 

l’avons fait, à l’égard des planètes, dans la section précédente. 

Mais la même extension ne peut pas avoir lieu à égard des forces prinei- 

pales qui entrent dans les équations différentielles dont l'intégration introduit 

les constantes arbitraires. Ces forces, multipliées chacune par l'élément de sa 

direction, doivent toujours former une quantité intégrale que nous avons 

désignée par V (art. 9, seet. IV), et qui doit être une fonction des variables 

indépendantes sans leurs différentielles ; autrement la réduction de ces équa- 

tions à la forme de l’art. 2 de lasect. V n'aurait pas lieu, et l’analyse du $ : 

de cette même section cesserait d’être exacte. Rien n'empêche cependant que 

les expressions de ces forces ne contiennent le temps f, car, comme la quan- 

tité V disparaît dans les différentielles partielles de Z='T — V, relatives 

à £’,Nd”, © ,etc., le résultat final de l’art. 7 aura toujours lieu, parce qu'il 

se trouve indépendant de V. Mais il cesserait d’avoir lieu si cette quantité 

était fonction de £, 4, ®, ete., et de £”, 4”, @', ete. 

Nous allons maintenant résoudre quelques problèmes particuliers. 
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CHAPITRE DEUXIÈME. 

DU MOUVEMENT D'UN CORPS SUR UNE SURFACE OU LIGNE DONNÉE. 

10. Quand on ne considère qu’un corps isolé, on peut faire abstraction 

de sa masse, ou la supposer égale à 1; et l’on a, comme dans l’art. 3 de la 

section précédente, 

T me” dx°® + dÿ° + dz° 

E= 2 dt? d 
JV = Rôr + Qiq + Pèp + 

L’équation de la surface donnera 3 en fonction de x et y, on aura ainsi 

dz | | dz | de = À du + TE dy 

et les variables x et y étant regardées comme indépendantes, chacune d'elles 

donnera une équation de la forme 

OT OT OV 
S 4 —— Q. 

‘ddx dx dx 
d 

4 dx? | d°x dz° 3 — 
Le terme ns de T donne sur-le-champ TE le terme rs’ Qui est censé fonc- 

2 d 

dz 

2 (ar) DE , ‘ : 7e 1 tion de x, y et de dx, dy, donnera d’abord ces deux-e1 : TE re da 

d.dz? dzddz dz dd z 
est ou 

d x dx 

dz | À 0 z 
or = est Ja même chose que 5 et : donc les deux 

d 20 X 

o) 

d£dx 

d°?x d?z dz DV 
mm 

ne ed | ee à 0 

pie LA LRO Re. ; k 
termes dont il s’agit se réduiront à : ainsi l’équation relative à x sera 

et l’on aura pareïllement, par rapport à y, 

CU d?z dz # à RE 

cé? dé 07 dy LÉ 

Si le corps était contraint de se mouvoir sur une ligne donnée, alors y et = 
, ; dy° ; 

seraient fonction de x; le terme ee de ‘T donnerait les termes 
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œ 
A d°?y d dz 

lesquels se réduiraient de la même manière à _ Sn : de même, le terme A 

donnerait ù 

l'équation 

z Ô3 : . | 
3. €t l’on aurait, relativement à æ, qui est la seule variable, 

d?x d°y 07 d?z 0z QV 

me + tea Dai 0e 

On voit, par jrs ii É _ tout terme de la ns T Fe 

bles x et y, Rey 
1 OT db 2 d°z dz 

‘dx dx dE dx’ 

CM 0T d°?z dz 
| a dar 

réductions qui peuvent être utiles dans plusieurs OCCASIONS. 

11. Si, au lieu des coordonnées rectangles x, y, z, on voulait employer, 

pour la surface, un rayon r avec deux angles @ et À, comme dans l’art. 4 de 

la section précédente, on aurait 

, (dt? + cosd? do?) + dr 

Dr 2 df ! 

où r serait donné en fonction de 4 et @, par la nature de la surface, et l’on 

aurait, relativement à 4 et ©, deux équations de la forme 

JT QT  ëV 

. dr dr LS. A tn HAPOON Le dE 
Le terme = = de T duree dE dÿ relativement à 4, et dE de relative- 

ment à ©, et nf on aurait ces deux équations. 

1 r°dŸ r*sindcosh do?  d°r dr OV 

RÉ eee OU ae 
À r? cos do dr Ôr OV .. 

di’ dé do dp ne 

que les méthodes ordinaires ne SG EEE qu’à l’aide de plusienrs réduc- 

tions. 
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12. Il est bon de remarquer que l'équation T + V — H, qui a toujours 

lieu lorsque le corps n’est animé que par des forces proportionnelles à des 

fonctions de leurs distances aux centres, donne tout de suite la vitesse du 

corps dans un point quelconque de la courbe qu’il décrit; car, w étant la 

vitesse et s l’espace décrit, on a 

LL == — 
ds EE V dx? + dy? + ER 

dE dt ? 

donc 

et, par conséquent, | | 

Ve 4/2 (H — V); 

de sorte que V étant une fonction finie des coordonnées, la vitesse ne 

dépendra que de la position du corps dans l’espace. | 

Si le corps n’est animé par aucune force accélératrice, on a V — 0, et la 

vitesse devient constante. Dans ce cas, comme nous avons démontré en 

général que la formule /uwds est toujours un maximum où un minimum dans 

des limites données (sect. IT, art. 39), la quantité fds, ou s, c'est-à-dire 

la longueur de la courbe décrite par le corps, sera elle-même un maximum 

ou un ruünimum; et il est évident qu'elle ne peut être qu’un rurimum (”), 

parce que le maximum n'a point lieu. D'où résulte le théorème connu, qu’un 

COrps projeté sur une surface quelconque y décrit toujours la ligne la plus 

courte entre des points donnés. 

43. Mais, dans la solution de ces problèmes, il est souvent plus simple de 

regarder toutes les coordonnées comme des variables indépendantes, et 

d'employer les équations de la surface ou de la ligne donnée comme des équa- 

tions de condition qui, étant représentées par L = 0, M — 0, donneront 

simplement, pour chaque variable, les termes AÔT,, 40 M à ajouter à 5 V, les 

coefficients À, & étant indéternmninés et devant être éliminés. 

Or, de ce que nous avons démontré dans l’art. à de la seet. IV de la 

F° partie, il s'ensuit que chaque terme, comme A51,, peut représenter le 

(*) Ceite manière de raisonner n'est pas admissible, car on doit aussi considérer le cas où il n’y 

aurait ni maximum ni minimum. On peut démontrer directement qu'entre deux points infiniment 

voisins il y a toujours minimum. Voyez une Note à la fin du volume. (J, Bertrand.) 
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moment d’une force égale à 

fdE\? /di\? /dL\? 

Va) + Gr) + (a) 
et agissant perpendiculairement à la surface dont l'équation est dE, — o ; par 

conséquent, cette force ne pourra être que celle qui vient de la résistance 

que la surface oppose au corps, et qui est égale à la PFÉSADE que le corps 

exerce sur la surface. 

Aïnsi le coefficient À servira à déterminer la pression du corps sur la sur- 

face donnée par l'équation L — o ; etsi le corps est mü sur une ligne donnée, 

en la regardant comme produite par l'intersection de deux surfaces repré- 

sentées par les équations L — 0, M — o, les deux coefficients À et « servi- 

ront à déterminer les pressions que le corps exerce sur cette ligne, perpen- 

diculairement aux deux surfaces. 

14. En général, on peut assimiler le terme AÔL au terme à V ; et comme 

IV — Rôr + Qÿg+etc., R, Q, etc., étant les forces qui agissent suivant 

les lignes r, q, etc., et qui tendent à les raccourair ; si L est fonction des coor- 

données £, À, ©, on aura 

2 | 
iL — TE + TG Y ee 2 0®; 

dl .dL .dL e | 7. | 
et les termes AE” A a” À = 40 exprimeront les forces qui résultent de la 

résistance de la surface dont l'équation L — 0, suivant les directions des 

coordonnées (*) £, +, ®, et qui tendent à dimmuer ces coordonnées. 

Si l’équation de la surface était £ — a, a étant une constante, ce qu’on 

peut toujours obtenir par le choix des coordonnées, on aurait 

oL oL oL 
1) = ——— er =" —— = Q É £ dE ) a ® } 

et l'équation relative à £ (art. 3) serait 

d OT ÔT à OV 
Ode dE id —= O, 

(*) Nous avons remarqué plusieurs fois dans la ["* partie que ces assertions sont trop absolues. 

Voyez les notes des pages 33, 39, 90 et 104, tome I. Il y a lieu de faire ici une observation analogue, 

_{7, Bertrand.) 
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les équations relatives aux deux autres variables ne recevant aucun change- 

ment. Ainsi on aura tout de suite la pression À du corps sur la surface, en 

faisant, dans la valeur de À, 

OT OV 
RE JE Jde dE 

£ = à et d£ = 0: 

Comme l'application de nos formules générales n’est sujette à aucune diffi- 

culté, nous nous contenterons de donner un ou deux exemples. 

SI. — Des oscillations d’un pendule simple de longueur donnée. 

45. Nous prendrons l’origine des coordonnées dans le point de suspen- 

sion du pendule, et nous supposerons les ordonnées z verticales et dirigées 

de haut en bas; mais à la place des coordonnées rectangles x, y, 3, nous 

prendrons un rayon r qui sera la longueur du pendule avec deux angles 4 

et ®, dont le premier sera l’inclinaison du pendule à la verticale, et le second 

sera l’angle que le pendule décrit en tournant autour de la verticale. On 

aura aInsi 

x —rsindcos®, Y—rsindsin?g, z—rcos4\, 

et la quantité T deviendra, à cause de r constant, 

| 2 di? 

Il est bon d’observer que l’angle que nous employons ici est le com- 

plément à go degrés de l'angle 4 que nous avons employé jusqu'ici, et qui 

représentait l’inclinaison du rayon r sur le plan horizontal, au lieu qu'ici il 

représente son inclinaison à la verticale. 

La force R tendant au centre des rayons r sera nulle; la force Q pourra 

être prise pour la gravité, que nous désignerons par g; et, comme elle doit 

agir parallèlement à l’ordonnée z, et pour augmenter cette ordonnée, au 

lieu que la force Q est censée agir pour diminuer la distance q, il faudra faire 

dqg = — dz = — d.r cos À, 

en supposant le centre de cette force éloigné à l'infini. Ainsi on aura sim- 
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plement 

OV — — gô.r cos À — gr sin 04. 

Les équations relatives à À et © deviendront donc, en les divisant par r”, 

d?4 sin Ÿ cosY do? D … 
RE — — + ?sm4— o, 

d’.(smddo) 

dt? 
= O. 

La seconde de ces équations a pour intégrale 

sin nd 

dt. = C, 

et la valeur de do tirée de celle-ci étant substituée dans la première, elle 

devient 

db C'est 
dé sind* — Sn — 0 +?snd—o, 

2: r SV: . | 1° 7 ; dont l'intégrale, après l’avoir multipliée par 2 d'A}, est 

AUS (2 s | 

EPS sin (” LÉ 2? cos Ÿ — É, 

C et E étant deux constantes qui dépendent de l’état initial. 

Cette dernière intégrale donne tout de suite 

joe sin Ÿ. du 

V(r ue E cosy) sin d?— C? 

| " ._ Cdt | 
et comme on a par la première do — nd on aura 

Cdt 

sin Ÿ VE = _ cos) sin d° — C° 

équations séparées, mais dont les seconds membres ne sont intégrables Los 

do —= 

par la rectification des sections coniques. 

L'équation en t et A donnera le temps que le pendule emploie à parcourir 

verticalement l'angle 4; et l'équation en 9 et À donnera la courbe décrite 
Méc: anal À. 22 
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par le corps qui forme le pendule, laquelle sera une espèce de spirale sphé- 

rique. Si l’on fait r sin — p, on aura une équation qui sera celle de la pro- 

jection de cette spirale sur le plan horizontal, entre le rayon vecteur p et 

l’angle ® décrit par ce rayon autour de la verticale. 

56. Si l’on égale à zéro la quantité sous le signe, on a l'équation 

29 : 

(E Hs Fe cos + | sin A? — C?= 0, 

laquelle donnera les plus grandes et les plus petites valeurs de l'angle d'in- 

clinaison 4. Cette équation, à cause de sin? — 1 — cos4*?, est du troi- 

sième degré, relativement à l’inconnue cos; elle aura donc une racine 

réelle ; mais il est facile de voir, par la nature du problème, qu'il ne peut y 

avoir un maximum de À, sans qu'il y ait en même temps un minimum, et 

vice versä; d'où il suit que les trois racines seront nécessairement réelles (”), 

dont deux donneront un maximum et la troisième un münimum. 

Désignons par « et 8 la plus grande et la plus petite valeur de «!, on aura 

les deux équations 

E + “ cos x) sina?— = 0, 
7 

\ 
3 2€ Le 

E + — côs f ) sin ff — Us 0, 

lesquelles donnent 

FE — 2 g(cos à sin æ°— cos f sin {?) 

r(sin É?— sin &?) 

2 — 28 sin &° sin G? (cos — cosf) 

bé: r'(sin 6° — sin &°) . 

expressions qui se réduisent à celles-ci, pins simples, 

F 2g(1— cos 2°— cos 5?— cos à cos fi) 
fus _ . 

r (cos o + cos) 

nn Cia mn ge ao so 2gsina*sinf 

r (cos & + cosf) 
2m D is de Ma à Da ae 

ro 0 + nm 0 RE 8 0 D 7 0 A M ON D TP SEA D D A 

(*) Cette assertion est inexacte; le polynôme en cos ne doit jamais changer de signe, €t, par 

conséquent, cos Ÿ doit toujours être compris entre les deux mêmes racines. Il en résulte qu'à l'une 

des racines ne correspond ni maximum ni minimum. (J. Bertrand.) 
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On substituera ces valeurs dans l'équation en cos 4, laquelle, en chan- 

geant les signes, est de la forme 

“8 cos d° + E cos N° — —$ cos 4 + C— E —o, 

et, par la nature des équations, son premier membre deviendra 

28 
F 
(cos À — cos x) (cos L — cos 8) {cos + COS & + COS B + an 

cette quantité, prise avec le signe —, sera identique avec la quantité qui est 

sous le signe dans les deux dernières équations de l’article précédent. 

Or on a, en réduisant, 

Er I + COS à COS 
COS & + COS £ + — — nue 

28 cos à + cos 

donc la quantité dont il s’agit sera 

1 + cos & cos 

cos æ + cosf /. 
— “(cos 4 — cos «&) (cos À — cos 8) ( cos À Rs 

47. Supposons maintenant 

cos À — cos x sin a° + cos É cos 5”; 

ilest clair que la valeur £ de 4, qui est supposée la plus petite, répon- 

dra à o—0, 27, 47, etc., et que la valeur «, qui est la plus grande, 

T 37 DT 
répondra à 5 — >; — —, etc., 7 étant l’angle de deux droits. On aura 

ainsi 

COS À — cos (cos B — cos x) cos o”, 

cos À — cos 8 — (cos x — cos B) sin s*, 

1 + cos à cos 1 + 2 cos & cos (2 +- cos «&°? sin 6° + cos É? cos 0° 

cos « + cos cos & + cos Ê ? COS À + 

d’ailleurs on a 

sin dd — — d.cos À — 2 (cos B — cos «) sin o cos do; 

donc faisant ces substitutions dans l’équation différentielle en £ et À de l’ar- 

22e 
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ticle précédent, elle deviendra 

rie 2 do Vcos & + cos G | 
DR D To pv 

2 L] 

\V/ 28 (1 + 2 cos « cos Ê + cos &? sin 6? + cos 5? cos 4°) 
J° 

et faisant, pour abréger, 

Bee: | cos x + cos Ê 

2 + 4cosa cos Ë + cos &° + cos 5°? 

2 — Vi+ Æ (cos — COS x) COS 27, 

r 22d0o 

de ESS 

elle se réduira à 

Ensuite on aura 

Cdt __ /2g sinasinf d 

F sind? F Vecos a —— cos (5 sin (” 

. 4 V2 sin à sin fi | do . do | 

LL Vcos «& + cosË (1 + cosd) 2 (1 — cosh) Z 

où il faudra substituer pour cos sa valeur en cos 25, 

cos À — < (cos &« + cos B) + = (cos B — cos a?) cos 20... 

. , , , ° . \ sin 

En mteégrant ces équations depuis ets) jusqu'à F = —-) On aura le temps 
L 2 

et l’angle de rotation compris entre le point le plus bas où l’inelinaison du 

pendule à la verticale est 6, et le point le plus haut où l’inclinaison est «; 

mais ces intégrations dépendent en général de la rectification des sections 

coniques. Si la valeur de @ comprise entre ces deux limites de s est commen- 

surable avec 7, la spirale décrite par le pendule reviendra sur elle-même 

après un certain nombre de spires; mais si elle est incommensurable, la spi- 

rale fera une infinité de révolutions différentes. 

18. Lorsque le pendule ne fera, en hauteur, que des excursions assez 

petites, de manière que les angles « et £ diffèrent peu entre eux, la différence 

COSf — cos « sera, elle-même, assez petite pour que le radical x puisse se 

réduire en une série convergente. 
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Supposons 

2 tang y 
x (cos B — cos à) — sin 27 — une 

la fonction > deviendra 

È — cosy V1 + tang y” + 2 tang y Cos 25. 

La fonction irrationnelle 

{ 

(1 tang y* + 2tangy cos 20) * 

peut se réduire en une série de la forme 

À + Bcos2o + Ccos4o + D cos6c + ..., 

dans laquelle on aura, en faisant dans les dernières formules de l’art. 98 de 

la section précédente, 

/ 7 1 ; 1.3 r. ‘1:9.9 
ee ST Œ EI a = — tan DD Se N'a n — DR 

? ? : 0 2” 2.4 : 2.4.6 d 

— 1 + n° tang y + n° tang y + n° tang y + ..., 

B — — 2 (tangy + nn'tangy+ n'n’tangy*+..., 

1/4 C = 2{(n'tangy*+ nn"tangy'+ n°n"tangy + ..., 

è 

On aura donc, en substituant, 

dt = \/1 22 (A + Beos 25 + Geos os +...) de, 
g cosy 

et, en intégrant de manière que l'intégrale commence où 5 — 0, 

| r 2% 
be /! — (Ac + <Bsin 26 + <CsinAo+...). 

g cosy 2 

En faisant o — -; on aura le temps depuis le point le plus haut jusqu'au - | 

point le plus bas, lequel étant nommé Ÿ, on aura 

Fr % 
T=A7/! ‘ 

| g, COSY 
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Si l’on dénote par T”, T”, ete., les valeurs de # qui répondent à 

on aura 

OUR. pie De 

d'où l’on voit que le pendule remontera toujours à la même hauteur au 

bout d’un temps égal à 2T, qui sera par conséquent en temps la durée 

d'une oscillation. 

19. On peut avoir de la même manière l’angle @ correspondant; pour 

cela, on fera 
cos B — cos « 
——— = sin 2 
2 + cos a + cosÜ ; #3 

cos Ü — cos a : 
2, = sin 2 y, 
2 — cos « — cos É 

et l’on aura 

1 … 2 

1 cod (2 cosa + cos) cos u? (1 + tangp® + 2 tangucos20)” 

L _. | 2 

1 —cosŸ (2 — cos a — cosB) cos ° (1 + tangv? — 2 tangvcos 25) 

Si dans les mêmes formules de l’art. 98 (sect. VIT) on fait » — 1,ona 

D — T1], n —TI, ; 

donc 

(1 + tang uw” + 2 tangu cos 20)" — (À) + (B) cos 2s 

+ (G) cos 4o + (D) cos 65 + ..., | 

où 

VIP | à Ge | 6 — É (A) = 1 + tang w° + tang w°+ tang u° +... — un 

= — y? Ê | Re ui (B) — Hot + tang u° + tangu* + ...) = pose 

2 tang L° 
(G) — 2 tang u° (1 + tang u° + tang u° + .) = 

1 — tang p°” 

é 
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QT 

Ainsi l’on aura 

(1 + tang n° + 9 tang u cos 2 5)" — s pr? 1—tangt 

x (1 — 2 tang w cos 20 + 2 tang 4° COS 4 o — 2 tang u° cos 6o + ...). 

Si l'on multiplie cette série par la suivante, 

em PTT 

ie produit sera de nouveau de la forme 

A+ B'cos 2 o + OC’ cos 4 o + ..., 

et l’on aura | 

a Az Btngg + Ctangp+ Danget +... 
| 1 — tang” 

On aura ainsi 

I 2 

(1+ cosd) 2 +) (2 + cos & + cos f) cos pi? Cos y 

+ (A + B'cos 25 — C'cos Lo + run 

On trouvera de même 

1 2 
(1— cosd)E  (2— cos à — cos É) cos v? cosy 

X (A7 + B'cos 2 x + C’cos 4 o + ...), 

où l’on aura, en changeant # en — », 

A’ À + Biang y + Ciang v° + D'iang Dress 

. 1 — tang v° 

Faisant ces substitutions dans la valeur de do de l’art. 47, et intégrant 

de manière que & soit — 0 lorsque & — 0, on aura 

2 As + B'cos 2 5 + LC’ cos 4 5 +... 

k V2 sin a sin É {2 + cos & + cos É) cos u? cos y 

Vcos + cos f D RS SO 
(2 — cos à — cos fi) cos v? cos 7 | 

T4 L | , T L-] | 2 

En faisant o — -; on aura l'angle compris entre les plans qui passent par À | 

la verticale et par les points le plus bas et le plus haut de la courbe décrite 
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par le pendule; et cet angle étant nommé ©, on aura 

Des x A'kyÿ2sino sin£ .… 

Vcos a + cos f (2 + cos & + cos É) cos pi? COS 7 

x A’ k Vo sin & sin (5 
Éd | =— : 

Vcos à + cos f$ (2 — cos « — cos «) cos 1? cosy 

Comme tous les points les plus hauts, ou les sommets de la courbe, ré- 
< Fm 3% OT , ; 

pondent à s—-; —, —, etc., si l'on dénote par ®”, ®”, etc., les valeurs 

37 DT 
de ® pour s — —; —; etc., on aura 

2 2 ; 

D'— 30%, G?—= 5@,.... 

Ainsi l'angle compris entre deux sommets consécutifs, et répondant à une 

oscillation entière du pendule, sera égal à 2®. 

20. En supposant les angles « et 5 très-petits du premier ordre, la quan- 

tité cos B — cos « sera très-petite du second, par conséquent l'angle y sera 

aussi très-petit du second ordre; donc, en ne négligeant que les quantités 

très-petites du quatrième ordre, on aura 

Ass COS y — 1; 

T TE V cos à + cos 
= DT Es 9 

g 2 + 4 cos & eos Ê + cos &? + cos G? 7 

et 2 T sera, aux quantités du quatrième ordre près, le temps de l’oscillation 

donc 

entière. 

Si l’on néglige les quantités du second ordre, cette expression se réduit 

\ r . r4 e .« « . 

à 7 V =? c'est l'expression connue pour la durée des oscillations très-petites 

d’un pendule dont la longueur est r, et où l’on peut faire g — 1; mais l’ana- 

lyse précédente fait voir que cette durée est la même, quelles que soient les 

oscillations, soit qu’elles se fassent dans un plan vertical, soit que le pendule 

ait en même temps un mouvement de rotation autour de la verticale. 

En conservant les quantités du second ordre, on peut simplifier la for- 

mule précédente, en mettant pour cos x et cos 8 leurs valeurs approchées, 
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; “ ge ES 
au quatrième ordre près, 1— —; 1——; et en négligeant toujours les 

2 2 . 

termes du quatrième ordre, on aura pour la durée des oscillations très- 

petites, au quatrième ordre près, l'expression 

F Fe Cu 7100 
21. Lorsque l'angle B, qui répond au point le plus bas, est nul, le pen- 

dule reprend toujours la situation verticale, et les oscillations se font dans le 

plan vertical; car, en faisant 8 — o, on voit, par la formule de l’art. 5, que 

l’angle ? est nul : c’est le cas que l’on considère ordinairement, et qui a heu 

toutes les fois qu'après avoir éloigné le pendule de la verticale par l'angle x, 

on le laisse retomber sans lui donner aucune impulsion; mais, pour peu que 

le pendule recoive une impulsion dans une direction qui ne rencontre pas 

la verticale, il fera des oscillations en forme de mouvement conique, et l’an- 

ole £ ne sera pas nul. 

Dans ce cas, si l’on suppose aussi que les angles « et 8 soient très-petits, 

et qu'on néglige dans une première approximation les quantités très-petites 

du second ordre, on aura 

k —;{, y: —= ©, At; B=—=0, CG == 0: 

on | : / | H Le U = 0, SIN 29 = ——— > 5 A1, A = ——, — cosy; 2 1 tang y 

donc 

et 2% sera l'angle à la verticale compris entre deux sommets consécutifs de 

la courbe. Done, si le rapport de «8 à «°*+ ff? est rationnel, l’angle 2 & 

aura un rapport de nombre à nombre à l'angle 7 de deux droits, et la 

courbe décrite par le pendule ne sera formée que d’un certain nombre de 

spires qui reviendront les mêmes; dans le cas contraire, la courbe sera une 

(*) Cette formule est inexacte. M. Bravais, qui m'a fait remarquer cette inadvertance de Lagrange, 

m'a remis le calcul rectifié, que nous reproduisons à la fin du volume. (J. Bertrand.) 

Méc, anal. TI. 23 
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espèce de spirale continue. Mais ces conclusions ne sont qu'approchées, et 

pour avoir des résultats plus exacts, 1l faudra pousser l’approximation plus 

loin, au moyen des séries que nous avons données. 

Ce problème a été résolu anciennement par Clairaut, dans les Mémoires 

de l'Académie des Sciences, de l'année 1735, mais d'une manière moins 

complète, et les résultats approchés que nous venons de trouver s'accordent 

avec les siens, en faisant $ — o dans l’expression de T, et 5 — «x dans celle 

de ®. 

2%. Les formules précédentes ont lieu tant que langle « diffère de 

l’angle B, parce que, quelque-petite que soit leur différence, il y a toujours 

un maximum et un murimum dans les excursions verticales du pendule; 

mais, si l’on a rigoureusement à — 3, il n'y a plus de maximum m1 de mini- 

muin, le pendule forme toujours le même angle « avec la verticale, et, par 

conséquent, il décrira, dans son mouvement, un cône à base cireulaire. 

Cette supposition est possible, parce qu'alors (art. 46 et 17) la quantité 

qui est sous le radical, dans la valeur de dt, a deux facteurs égaux, 

cos A — cos &; de sorte qüe, par la théorie exposée dans lart. 83 de la 

section précédente, on pourra (*) toujours faire eos | — cos«; c'est le cas 

des oscillations coniques qu'Huyghens a considérées le premier. 

Dans ce cas, l'équation 

€ dt CE. AC / 

do = -—5 = \/ —°- dt (art. 4) 
sin U J COS 2 | 

donnera 
3 

= 125 
J'COS & 

de sorte que le temps d’une révolution entière du pendule sera exprimé 
/ I' 

par 27% À/ —. 
Fe 

Pour que ce cas ait heu, il faut donc que Île pendule reçoive une 

vitesse angulaire de rotation, autour de la verticale, exprimée par 

LUE / 28 
dt COS & 

ir po 

) laquelle ne dépend que de la hauteur du cône qu'a décrit. 

ne qe 2 ÉD en cer e 

(*) I faut lire : on devra toujours faire cos = cos 2. (J. Bertrand.) 
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23. Si le pendule était mü dans un milieu résistant comme le carré de 

la vitesse, et dont la densité füt exprimée par F, il faudrait, pour avoir les 

équations de son mouvement, à à V ajouter les termes (art. 2) 

2 0 à d'L A 

T ds (Tr da] —- dde o] e) 9 

,» 

en retenant l’expression de Ÿ de l’art. 44, dans laquelle r est constant. 

Ainsi on aura à ajouter, au premier membre de la première des équations 

différentielles de cet article, le terme ee et au premier membre de la 

L'sin d° dsdo | 

«di | 

Par l'addition de ces termes, les équations qui étaient intégrables cesse- 

ront de l'être; mais lorsque la résistance est très-petite à l'égard de la force 

de la gravité, ce qui a lieu dans les mouvements lents des corps dans l'air, 

on peut résoudre ces équations par approximation, en substituant dans les 

termes dus à la résistance, les valeurs de 4 et 9 en t, qui ont lieu dans le vide, 

et en cherchant les petites quantités que ces termes tout connus ajouteront 

à ces mêmes valeurs. 

seconde, le terme 

Les deux équations dont il s’agit seront 

dv sin Ÿ cos Ÿ do? Le 
th $ sind + TE —=0, 

d. d. (sind? do) l'sinddsdoe 

SR NE 

. 2 À 

La seconde étant divisée par nee ts et ensuite intégrée, donne 

sin ? do — Ts 
— CZ 

dt : 

: étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est 1 

Ensuite, la première, étant multipliée par 2d4, et ajoutée à la seconde, 

_mulipliée par 2 dv, donne l'intégrale 

dd? + sin d° dep 2 g cos cos Ÿ ° ds? 

de? r + - ne Jde ds — £, 

à cause de r° (dl? + sin d? de*) — ds°. 

23. 
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. . e . s ? Fe Ainsi on aura les mêmes équations différentielles en #, g et À qu'on 

a trouvées dans l’art. 41, en y substituant Ci‘ à la place de C, 
[A d : 5 D F.* 

et E — — $ _. ds à la place de E; de sorte que l’effet de la résistance se 

réduira à faire varier ces constantes dans la solution générale donnée plus 

baut, art. 15, où nous n’avons point eu égard à la résistance, et ou les rela- 

tions entre les variables 4, & et £ doivent se déduire des équations 

Si donc on regarde la quantité C et E comme variables, on aura 

r? dt? 
dG=rOds, dE d=—2 (E+ 2 cos À) je 

et 

sin d V(E+ . cos) 
ds pen © ——" — di. 

V(E+ = cos) sin d? — C? 

Lorsque le pendule ne fait que des oscillations verticales, on a C — 0, et, par 

conséquent, ds — d4} ; l'équation en E devient alors intégrable, étant multi- 

pliée par & r* ? l'intégrale est 

(E) étant une constante arbitraire qui remplace la constante E, devenue 

variable. Or on trouvera, par des intégrations par parties, 

21% NAS 1 T 
2TY Lt r° (sing 2 cosy) 

f' RE cos LANDE ne te GT : 

LE 
8: 

r 

donc on aura 

21 F & SE 
HEAR (sin de cos À ) : 

c'est la valeur qu'il faudra substituer à la place de E dans l’équation diffé- 

rentielle qui donne la valeur de # en 4 ; et en supposant le coefficient F très- 



SECONDE PARTIE. — LA DYNAMIQUE. [OI 

petit, on aura facilement l’altération produite dans la valeur du temps £ par 

la résistance du milieu. 

24. Dans le cas du pendule, en prenant, comme nous venons de le faire, 

r, ®, À pour les trois coordonnées, on a l'équation r — a, a étant la lon- 

sueur donnée du pendule; donc, par l’art. 14, en changeant £ en r, on aura 

tout de suite la valeur de À, qui exprimera la force avec laquelle le fil qui 

retient le corps sur la surface sphérique est tendu. 

Cette force sera donc exprimée par 

OT 

dr 

OT V 

LE TPE 

en substituant pour T et V leurs valeurs complètes 

.2 d 2 : 24 2 dr? ns ee V = — grcos à, 

et faisant ensuite r constant, on aura ainsi 

T OT _ r(db?+ sin ÿ° do!) SV 
PRE CRE ne 

et, par conséquent, 

_ r(dh+sin ÿ*d ?) 2'T V 

] 

où l’on remarquera que 2T = w° (art. 12) ; de sorte que la tension du fil qui 
Ft u° 

forme le pendule sera exprimée par — + g COs A. 

Quand le pendule se meut dans le vide, on a, par le même article, € étant 

Ja vitesse lorsque À — 0, | 

u—92(H—V)—c—2gr(1 — cos); 

et la tension, désignée par À, aura pour valeur 

à 

1=— — g(2— 3cos+4). 

25. Nous avons supposé jusqu'ici la longueur du pendule invariable ; 

mas, si cette longueur variait d’un moment à l’autre, suivant une loi connue, 
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en sorte que r fut une fonction donnée de #, il faudrait alors supposer r 

variable dans les équations différentielles ; mais on aurait également dr — 0, 

comme dans le cas de 7 constant : ainsi on poserait les équations 

T p? (sind? do? + dd?)+ dr 
D | | HA 

3 de? 
V— — greos\; 

l'équation relative à r n'aurait pas lieu, mais les deux autres deviendraient 

d.r° dŸ r? sin Ÿ cos d do? “es | r 
PTE PR el oi sind — 0, | d. 

Enfin, si le fil qui soutient le corps était élastique et extensible, en nom- 

mant F la force avec laquelle le fil tend à se raccourcir, et qui ne peut être 

qu’une fonction de r, il n’y aurait qu’à ajouter Fôr à JV, et l’on aurait, pour 

l’équation relative à 7, 

dr r(sinmd’do+ dd?) pe HP AA) à p_ geo ÿ = 0 
les deux autres demeurant les mêmes; et, dans ce cas, on aurait toujours 

l'intégrale 
\ 

T+V=H, où V—/fFdr —grcosd. 

$ IT. — Du mouvement d'un corps pesant sur une surface quelconque 

de révolution. | 

26. L’axe de révolution étant pris dans l’axe des z, si l’on fait æ — pcos ®, 

sera l’abscï l’ordonnée de la courb — psiny, z sera l’abscisse et p l’ordonnée de la courbe qui, par sa révo- 

lution autour de l’axe des abscisses, forme le solide proposé. Aïnsi on aura 

une équation entre z et p, par laquelle z sera une fonction donnée de b. 

Si, maintenaut, on suppose l’axe des z vertical, et les ordonnées z dirigées 

de haut en bas, on aura 

T — p°do° + dp° + dz° 

2 o dt? ; 
V = — gz, 

et prenant p et æ pour les deux variables indépendantes, on aura tout de 

suite (art. A4) les deux équations relatives à ces variables, 

d° do? d°z \ dz 24 

dé de di SE ER 
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Si l'axe des z n’était pas vertical, maïs incliné à la verticale de l’angle «, 

la valeur de ‘T demeurerait la même, mais celle de V deviendrait 

— g(zc0s« — xsinæ); de sorte qu'il n’y aurait qu’à changer dans la pre- 

nuière équation g en g cos &, et ajouter à son premier membre le terme 

& sin & cos @, et ajouter aussi au premier membre de la seconde le terme 

S sin & Sin @. 

En général, quelque changement qu’on fasse à la position de la surface 

ou de la ligne sur laquelle le corps se meut, la valeur de T d’où naissent les 

termes différentiels de l’équation ne change pas; il n’y à que celle de V qui 

dépend de la position de la surface où de la ligne. 

NEUVIÈME SECTION. 

SUR LE MOUVEMENT DE ROTATION. 

L'importance et la difficulté de cette question n'engagent à y destiner 

une section à part, et à la traiter à fond. Je donnerai d'abord les formules 

les plus générales, et en même temps les plus simples pour représenter le 

mouvement de rotation d’un corps ou d'un système de corps autour d'un 

point. Je déduirai ensuite de ces formules, par les méthodes de la sect. EV, 

les équations nécessaires pour déterminer le mouvement de rotation d'en 

système de corps animés par des forces queleonques. Enfin je donnerai dif- 

férentes applications de ces équations. 

Quoique ce sujet ait déjà été traité par plusieurs géomètres, ia théorie 

que nous allons en donner n’en sera pas moins utile. D'un côté, elle four- 

nira de nouveaux moyens de résoudre le problème célèbre de la rotation 

des corps de figure quelconque; de lautre, elle servira à rapprocher et 

réunir sous un même point de vue les solutions qu'on a déjà données de ce 

problème, et qui sont toutes fondées sur des principes différents, et pré- 

sentées sous diverses formes. Ces sortes de rapprochements sont toujours 

instructifs, et ne peuvent qu'être très-utiles aux progres de Panalyse: on 



184. MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

peut même dire qu'ils lui sont nécessaires dans l’état où elle est aujourd’hui ; 

car, à mesure que cette science s'étend et s'enrichit de nouvelles méthodes, 

elle devient aussi plus compliquée, et l’on ne saurait la simplifier qu’en géné- 

ralisant et réduisant, tout à la fois, les méthodes qui peuvent être suscep- 

tibles de ces avantages. 

CHAPITRE PREMIER. 

SUR LA ROTATION D'UN SYSTÈME QUELCONQUE DE CORPS. 

$ [. — Formules générales relatives au mouvement de rotation. 

Les formules différentielles trouvées dans la I® partie, pour exprimer les 

variations que peuvent recevoir les coordonnées d’un système quelconque 

de points, dont les distances sont supposées invariables, s'appliquent natu- 

rellement à la recherche dont il s’agit ici; car cette supposition ne fait 

qu'anéantir les termes qui résulteraient des variations des distances entre les 

différents points. En sorte que les termes restants expriment ce que dans 

le mouvement du système il y a de général et de commun à tous les points, 

abstraction faite de leurs mouvements relatifs; or c’est précisément ce mou- 

vement commun et absolu que nous nous proposons ici d'examiner. 

4. Reprenons les formules de l'art. 55 de la sect. V, que nous avons 

trouvées par une analyse directe fondée uniquement sur la supposition que 

les points du système conservent entre eux les mêmes distances. En y chan- 

seant la caractéristique à en d, on aura, pour le mouvement absolu du sys- 

tème, ces trois équations, 

dx = dx + zdM — ydN, 

FR du + zdN — zdL, 

dz = dy + ydl, — xdM, 

dans lesquelles x, y, z représentent, à l'ordinaire, les coordonnées de chaque 

point du système par rapport à trois axes fixes et perpendiculaires entre 

eux, et où dA, du, dy, dE, dM, dN sont des quantités indéterminées, les 

mêmes pour tous les points, et qui ne dépendent que du mouvement du 

système en général. | 
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Soient maintenant x”, y', z les coordonnées pour un point déterminé du 
système, on aura donc aussi 

dx” = dA + z'àM — Y'aN, 

dy'= du x'dN — z'dE,, 

dz' = dy + y'di, — x'dM; 

par conséquent, si l'on retranche ces formules des précédentes, et qu'on 

fasse, pour plus de simplicité, 

T=L+É, Y=y +n, 3= 2/+- C 

on aura ces équations différentielles 

dé CdM— AN, dn—{£dN — dl, d£ = 1dl — EdM, 

dans lesquelles les variables £, n, { représenteront les coordonnées des dif- 

férents points du système, prises depuis un point déterminé du même sys- 

tème, point que nous nommerons dorénavant le centre du système. 

Ces équations étant linéaires et du premier ordre seulement, il suit de la 

théorie connue de ces sortes d'équations, que si l’on désigne par £", £”, £" 

trois valeurs particulières de £, et par n’, n”, n”, et €”, €”, €” les valeurs 

correspondantes de n et {, on aura les intégrales complètes | 

£ .&! dl fl 
E—u£ +bE + CE”, 

“= an + bn” + cn”, 
> io pas gi 
CAC FC moe 

a, b, c étant trois constantes arbitraires. 

I est clair que £”, ”, ’ ne sont autre chose que les coordonnées d’un point 

quelconque donné du système, et que de même £”, #”, {” et £”, n°”, €” sont 
les coordonnées des deux autres points du système aussi donnés à volonté, 

ces coordonnées ayant leur origine commune dans le centre du système. 

Ainsi, en connaissant les coordonnées pour trois points donnés, on aura, 

par les formules précédentes, les valeurs des coordonnées pour tout autre 

point dépendant des constantes a, b, c; mais il faut chercher les valeurs de 

ces constantes. 

Méc. anal, TI. 24 
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2. Si l’on suppose, ce qui est permis, que dans l’état initial les trois 

points donnés se trouvent placés dans les trois axes des coordonnées, et à la 

distance — 1 de l’origine, il est clair qu’on aura alors 

4 4 / 
2 — I, nn — O, C — O; 

(/4 [/4 4 
£ = O, == Ï}, = ; 

7/4 1/1 1/4 

£ 0; n = 0; — À; 

ce qui donnera 

2, Mer, CCM 

Ainsi les quantités a, b, c ne seront autre chose que les coordonnées 

d’un point quelconque du système rapportées aux mêmes axes. Mais, par le 

mouvement du système, les axes de ces coordonnées changent de place dans 

l’espace, en demeurant fixes dans le système, puisque ces coordonnées sont 

constantes pour un même point, et ne varient que d’un point à l’autre. La 

position de leurs axes dans un instant quelconque, par rapport aux axes 

immobiles dés £, 4, €, ne dépendra que des coefficients £”, £”7, €”, », 

1", etc. En effet, si l’on fait b — 0, ce — 0, ce qui donne 

£ = aË”, Re an’, Û —, al, ! 

} | | 
el, par conséquent, 

de VE -- 4 4 

il est facile de voir que les coefficients £”, n”, (” sont les cosinus des angles 

que l’axe des a fait avec les axes des £, n, €. On voit de même, en suppo- 

sant a et c nuls à la fois, ensuite a et b nuls ensemble, que les coefficients 

£”,n”, C” sont les cosinus des angles de l’axe des b, et les coefficients £°”, 
/, : A 

n”, 4 sont les cosinus des angles de l'axe des c avec les mêmes axes des £, 

M, Ce: 
3. Gomme ces coefficients représentent, en général, les coordonnées de 

trois points donnés du système qu’on a supposés distants de l’origine, d’une 

quantité — 1, et placés au commencement sur les axes des coordonnées 

rectangles a, b, c, on aura premièrement ces trois équations : 

ge a "ES g": —. ge ne p "2 + a ss 1, pus LE 2j cr _.. 



SECONDE PARTIE. — LA DYNAMIQUE. 107 

Ensuite, à cause que les distances mutuelles de ces points sont les hypo- 

ténuses de triangles rectangles dont les côtés sont — 1, on aura 

(EE (un (C 0 ma, 
(E’ . EU + (a! ne 7} + al "A Us 2, 

(E"— AS 7e ee ot C") — 2 ; 

d’où l’on tire ces trois équations 

EE Lan n + C0; En n + C'C"—=0, EVENE nn LE PO 0, 

Ainsi l’on a, entre les neuf coefficients £”, #7, £", n”, n”, etc., six équations 

de condition par lesquelles ils se réduisent à trois imdéterminées. q 

4. Au moyen de ces équations, les expressions générales des coordon- 

nées £, n, C de l’art. 4 satisfont à la condition primitive que la distance entre 

deux points quelconques du système demeure invariable. En effet, si £, n, C 

sont les coordonnées d’un de ces points, et £1,11, Ci les coordonnées d’un 

autre point, le carré de leur distance sera exprimé par 

EE (nn + (CG) 
et si l’on désigne par a1, b1, cr les coordonnées relatives aux axes des a, 

b, c pour le second point, on aura les valeurs de £1, n1, Cï, en changeant 

a, b, cen at, b1, c1 dans celles de £, n, €. 

Faisant ces substitutions dans l'expression précédente, et ayant égard aux 

six équations de condition, elle se réduira à 

(a— ai) + (b—b1) +(ce— ci), 

et sera, par conséquent, constante pendant le mouvement. D'où l’on peut 

conclure que ces six équations de condition sont les seules nécessaires pour 

faire en sorte que la position respective des différents points du système ne 

dépende que des constantes &, b, c, et nullement des variables £”, n’, €”, etc. 

Au reste, il est clair que les coordonnées £, #, € ne sont que les transfor- 

mées des coordonnées a, b, c, et que les six équations de condition sont le 

résultat de la condition générale 

eo ip te ag +b+c; 
/ 
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c’est ce qu’on voit par la comparaison de ces formules avec celles de l’art. 15 

de la sect. IIT de la F° partie, dans lesquelles les coordonnées x, y, z, x’, 

Y', z répondent à £, n, €, a, b, c, et les coefficients x, £, y, a«', 8', y’, 
a”, 6”. y” répondent à £?, Er, at, n”, n”, n”, 4e se AE 

5. 51 l’on ajoute ensemble les expressions de £, n, € de l’art. 4, après les 

avoir multipliées respectivement par £”, n°, {”, ensuite par £”, n”, €”, et enfin 

par £”, n°, (”, on aura tout de suite, par les équations de condition de 

l’art. 3, ces formules inverses : 

a 66 + nn + CC", 

b— EE + un + EC, 

Ge 2 nn + CT ; 

et ces valeurs de a, b, c étant substituées dans l'équation 

E+n += a +b +, 

qui doit avoir lieu, quelles que soient les valeurs de £, », {, donneront, par 

la comparaison des termes, ces nouvelles équations de condition : 

£" sis ge" he ae nt , n"? he n7? she y"? _— I, £"? ha ‘ad af de —. : 

En + En" + En" —0, ECHEC + a C'=0; NC a C++ nl — 0, 

lesquelles sont nécessairement une suite de celles de l’art. 3, puisque les unes 

et les autres résultent également de la condition générale 

Ent a+ be. 

6. Mais, si l’on cherche directement les valeurs de a, 6, c par la résolu- 

tion des équations de l’art. 4, on aura, d’après les formules connues, 

ee E(n ET — 76) ue (CU EU ER EN sk E(En" — En") | 

Ce k 

p — EE — En) a (Eg" — EME) + En" — n°E) 
k | ., 

ue UNE 2 mg) dem APE — EE) EE a — En) 
ke 
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en supposant 

Le nn £'n 1/4 C" — 1 & ("+ & EU 1/4 — £ Ca" + y CET — Cp er. 

Ces expressions doivent donc être identiques avec celles de l’article pré- 

cédent; ainsi en comparant les coefficients des quantités £, n, €, on aura les 

‘équations suivantes : 

y” LOT 1" a 2 k£E" Cie Pa ‘a _ ken, £", 1/4 — 60" — A ‘ei 

Cu" 4e CE ñ he À ‘44 + g M" É at k y" n'£ PI! = n"E — kC" 
À ——= 5 CE 9 l 6 7 ? 

1 64 a 1” æ D per | fa” 2e (ie = kn”, y" —.— £” 1” 2 RC 

Or, si l’on ajoute ensemble les carrés des trois premières, on a 

(n° C"— 1 CC )* + + (CE TE") + (£ 6"; RES RE k° (E + n°? Ce} 

le premier membre peut se mettre sous cette forme, 

(ET? + 1° se or ee + AE: ape ce) ns (ere + y /4 1” à ge ; 

donc, par les équations de condition de l’art. 3, cette équation se réduit à 

I, d’où Re ei 

Pour savoir lequel des deux signes on doit prendre, il n’y a qu’à consi- 

dérer la valeur de £ dans un cas particulier ; or le cas le plus simple est celui 

où les trois axes des coordonnées a, b, ec coïncideraient avec les trois axes 

des coordonnées £, », (, auquel cas on aurait 

ë — à, n — b, Ê —= C; 

et, par conséquent, par les formules de l’art. #, 

/ 7 | 7/2 
Ë Dane n — 1, 4 — Ï, 

et toutes les autres quantités £”, £”, ete., nulles. En faisant ces substitutions 

dans l'expression générale de k, elle devient = 1. Donc, on aura toujours 

k— 1. | | 

° y f/ FE 
7. Comme entre les neuf indéterminées £”, £”, #7, n',n",;n", €, €, C5 

y a essentiellement six équations de condition, on peut aies toutes ces 
* , 7 S ° ‘ ° , ‘ u 4 / (4 / UA indéterminées à trois ; et il suffirait d'y réduire les six £”, £”,n,n,€,0C: 
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par le moyen des trois équations de condition 

£ / 4 Fi | pl F En + a I, EL CET £'E + # + C C = 0; 

puisque les trois autres £”, n”, (”’ sont déjà connues en fonctions de celles-lä 

par les formules précédentes. 

Mais cette reduction se simplifie beaucoup en employant les sinus et 

cosinus d’angles ; on peut même y parvenir directement par les transforma- 

tions connues des coordonnées. | 

En effet, puisque £, n, (€ sont les coordonnées rectangles d’un point quel- 

conque du corps, par rapport à trois axes menés par son centre parallèle- 

ment aux axes fixes des coordonnées x, y, z, et que a, b, c sont les coor- 

données rectangles du même point par rapport à trois autres axes passant 

par le même centre, mais fixes au dedans du corps, et, par conséquent, de 

positions variables à l'égard des axes des £, n, €; il s’ensuit que, pour avoir 

les expressions de £, », { en a, b, c, il n’y aura qu’à transformer, de la ma- 

nière la plus générale, ces coordonnées dans les autres. 

Pour cela, nous nommerons l'angle que le plan des coordonnées a, b 

fait avec celui des coordonnées £, n; et À l’angle que l’intersection de ces 

deux plans fait avec l’axe des £ ; enfin nous désignerons par @ l'angle que l’axe 

des a fait avec la même ligne d’intersection : ces trois quantités w, A, o ser- 

viront, comme l’on voit, à déterminer la position des axes des coordonnées 

a, b, c, relativement aux axes des coordonnées £, n, Ê, et, par conséquent, 

on pourra, par leur moyen, exprimer ces dernières en fonction des autres. 

Si, pour fixer les idées, on imagine que le corps proposé soit la terre, | 

que le plan des a, b soit celui de l'équateur, et que l’axe des a passe par un 

méridien donné; que, de plus, le plan des £, soit celui de l’écliptique, et 

que l'axe des £ soit dirigé vers le premier point d’Aries : il est clair que l’an- 

| gle © deviendra l’obliquité de l’écliptique; que l’angle 4 sera la longitude 

de l’équinoxe d'automne, ou du nœud ascendant de l'équateur sur l’éclip- 

tique, et que 9 sera la distance du méridien donné à cet équinoxe. 

En général, + sera l'angle que le corps décrit en tournant autour de l'axe 

des coordonnées c, axe qu'on pourra, à cause de cela, appeler simplement 

l'axe du corps; 90° — « sera l’angle d’inclinaison de cet axe sur le plan fixe 
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des coordonnées Ë, n; et L — 90° sera l'angle que la projection de ce même 

axe fait avec l’axe des coordonnées £. | 

Cela posé, supposons d’abord que l’on change les deux coordonnées &, b 

en deux autres a”, b”, placées dans le même plan, de telle manière que l’axe 

des a” soit dans l'intersection des deux plans, et que celui des b” soit per- 

pendiculaire à cette intersection; on aura 

a'— acosp — bsing,  b'— bcose + asino. 

Supposons ensuite que les deux coordonnées b”, c soient changées en 

deux autres b”, c', dont l’une b” soit toujours perpendiculaire à l’intersec- 

tion des plans, mais soit placée dans le plan des £, n, et dont l’autre c’ soit 

perpendiculaire à ce dernier plan; on trouvera pareillement | 

e. / / e. 

b"— b' cos w — csinw,  c'— ccose + b'sine. 

Enfin, supposons encore que l’on change les coordonnées a”, b” qui sont 

déjà dans le plan des £, », en deux autres a”, b”, placées dans ce même 

plan, mais telles, que l’axe des a” coïncide avec l’axe des £; on trouvera de 

la même manière | | 

a"— a cos À — b"sind,  6"— Bb" cos À + a'sin d. 

Et il est visible que les trois coordonnées a”, b” c' seront la même chose 

que les coordonnées £, n, {, puisqu'elles sont rapportées aux mêmes axes ; 

de sorte qu’en substituant successivement les valeurs de a”, b”, b', on aura 

les expressions de £, n, Ü en &, b, c, lesquelles se trouveront de la même 

forme que celles de l’art. £, en supposant 

£! — cos @ cos À — sin? sin N cos», 

£" — __ sin o cos À — cos 9 sin + cos w, 

£"=— sin sin », 
‘d Ï cos @ sin + sin® cos À cos w, 

— — sin sin) + cos & cos À cos w, 
ñ 

(4 
ñ 

n” — — cos À sin w, 

("= singsinw, 

("= cos ® sin, 

ME COS ai 
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Ces valeurs satisfont aussi aux six équations de condition de l’art. 5, 

ainsi qu’à celles de l'art. 5, et résolvent ces équations dans toute leur éten- 

due, puisqu'elles renferment trois variables indéterminées ®, 4, w. 

En substituant ces valeurs, les expressions des coordonnées £, n, € de- 

viennent plus simples ; mais il est utile d'y conserver les coefficients £”, »”, 

f', etc., pour maintenir la symétrie dans les formules et en faciliter les 

réductions. 

8. Comme les quantités £’, x”, ” sont des valeurs particulières de £, n, €, 

elles doivent satisfaire aussi aux équations différentielles de l’art. À entre ces 

dernières variables ; ainsi on aura 

dE’ — C'4M — 1'4N, dy’ HAN C'dL, d£"= n'dL — £'dM, 

et l’on aura de même | 

d£"= ("dM — "AN, dn" = EAN — ["dL, de" = n”dL — £"dM, 

dE — ("dM — 1”aN, dr” — ETdN nn ["dx,, de = 1" d1L 2 € aM. 

De là on peut tirer facilement les valeurs des quantités dL, dM, dN en 

fonctions de £”, »’, {”, £”, ete. En effet, si l’on ajoute ensemble les valeurs 

de d{', dl”, d£€"”, après les avoir multipliées par »”, #”, 1”, on aura, en 

vertu des équations de condition, 

dL ee n'd£" + a dE" + n"d£". 

On trouvera de même, en multipliant d£’, d£”, d£" par C', €", (", et dr’, 
dy !/ , dr” par £", ë&”, Re 

dM — C'd£’ hs cat" + CAE 

dN — £' dr! + £" dy! a AU PUR 

Ayant ainsi les valeurs de dL, dM, 4N en fonctions de £”, €”, [”, ete., 

si l’on y substitue les valeurs de ces dernières quantités en fonctions des 

angles ®, d, « (art. 7), on aura, après les réductions, ces expressions assez 

simples, 
dL == sin 4 sin wd@ + cos do, 

dM — — cos 4 sin do + sin N do, 

AN = cos wde + di. 
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9. L’axe autour duquel le système peut tourner en décrivant l'angle 9, 

et dont la position dépend des deux angles 4 et w, est supposé fixe dans le 

système et mobile dans l’espace; mais nous avons vu, dans la sect. III de la 

F° partie (art. 41, 12), qu'il y a toujours un axe autour duquel le système 

tourne réellement dans chaque instant, et que nous avons nommé axe 1n- 

stantané de rotation. On peut déterminer aussi la position instantanée de cet 

axe, ainsi que l’angle élémentaire de la rotation, par des angles analogues 

aux angles 4, w, @, et que nous désignerons par À, ©, o; car les expres- 

sions de dE, dM, dN étant générales pour telle position qu’on veut de l'axe 

de rotation ©, elles auront lieu aussi pour l’axe instantané de rotation en y 

changeant (À, w, @ en À, ©, ®; mais comme la propriété de ce dernier axe 

est d’être immobile pendant un instant, il faudra que les différentielles d\, 

de, dues au changement de position de cet axe, soient nulles. De sorte qu'on 

aura pour l’axe dont il s’agit 

sin À sinwde — dL,, 

cos snœde — — dM, 

cos œd@ — dN: 
d’où l’on tire 

de = yat? + aM° + 4N': 

c’est l'angle de la rotation instantanée que nous avons dénoté par dû dans 

l'endroit cité de la °° partie. | | 

On aura ensuite la position de cet axe par les deux angles © et 4; mais, 

pour le rapporter aux axes fixes des £, n, €, il suffit de considérer qu'ayant 

pris l'axe des c pour l’axe de rotation, on a pour tous les points de cet axe 

a — 0, b—0o; donc, si l’on désigne par £, n, C les coordonnées qui ré- 

pondent au point où c — 1, et qui sont en même temps les cosinus des angles 

que l’axe de rotation fait avec les trois axes des £, n, (, on a, par les for- 

mules de l’art. 8, | 

sd. 24%. dd 
enr Ne TT de 

En effet, ces valeurs de £, », € rendent nulles celles de leurs différen- 

tielles, comme on le voit par les formules de l’art. 1, ce qui est la propriété 

Méc. anal. TI. 25 
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de tous les points de l’axe instantané de rotation, et par laquelle nous avons 

déterminé cet axe dans la sect. LIT de la FE partie. 

On voit par là que les quantités dL, dM, 4N répondent exactement aux 

angles de rotation que nous avons dénotés par d, do, d@, dans la section 

que nous venons de citer, et que nous avons conservés dans la sect. TE ci- 

dessus. | 

10. Si, maintenant, on substitue ces mêmes valeurs de £, n, € dans les 

expressions générales de a, b, c de l'art. 5, à la place de £, », €, on aura les 

valeurs des coordonnées a, b, c, qui répondent à l'axe instantané de rota- 

tion, et que nous désignerons par a, b, ce. Ainsi, en faisant, pour abréger, 

dP —£ dl + dM+£f'daN, 

dQ = £" dl +" dM + FaN, 

dR = £"dL + 1° dM + C"aN, 

ce qui donne, par les équations de condition de l’art. 5, 

dP° + dQ+ dR°= dL°+ dM° + dN° = de’, 
On aura 

expressions entièrement semblables à celles des E, 1, C, dans lesquelles on 

voit que les quantités dP, dQ, dR (”) répondent aux quantités dL, dM, dN. 

Et ces valeurs de a, b, c seront pareillement les cosinus des angles que 

l'axe de rotation fait avec les axes des coordonnées &, b, c. 

44. Pour avoir les valeurs de dP, dQ, dR exprimées par les variables 

En", (",£",etc., ilne s'agira que de substituer à la place de dE, dM, 4N les 

valeurs données dans l’art. 8. Mais, pour obtenir les formules les plus simples, 

il conviendra de mettre ces dernières valeurs sous la formie suivante, qui est 

*) {1 faut bien remarquer que Lagrange définit ici les quantités ZP, 4Q, dR, sans s'inquiéter de Ï ë ; 9 ; 

savoir si les expressions auxquelles il donne ce nom sont intégrables, en sorte qu’il n’existe, en réa- 

lité, aucune fonction des variables actuelles qui puisse représenter P, Q, R. Cette remarque est. essen- 

tielle pour l'intelligence de l’art. 15, page 100. (J, Bertrand.) 
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équivalente à celle de l’article cité en vertu des équations de condition don- 

nées art, 5, | 

dl LE ndal she 1" dé" .e x” dÛ" — C'dn ns €" dr” _ C"dn”, 

o dM — C'dE' + MMS "dE" —— en éd" … EM de", 

o dN — €’ dy _. £" dr” tee E" dr” — | dE" 2 n' de” nr y" d£”. 

On aura ainsi, en substituant et don les termes 

( / 1" D £")dl" 

+ (Cl ET — £’ ("y dn” Se ia En — €’ (") dr 44 

she (n° CT — he C'n 7)d ET + (r CT — Cu Fe) de”, 

ce qui se réduit, par les formules de l’art. 6, 

o dP Due Cal" — ON A re 1" dn" — 1" dn" —- ge" de" — £"d£”, 

2dP — (En Nr / — n'£7) dl" + 

et enfin par les trois équations de condition de l’art. 5, différentiées, à cette 

expression simple, 

P Le EM dE" + n"" dy” ce CAES 

et l’on trouvera, de la même manière, 

dQ _ £'d£" PE n° dn" + CC: 

| dR Du ge” d£’ ces n” dy is Cdi”. 

Et si l’on substitue pour £”, £”, £”, ete., leurs valeurs en 4, ©, @ de l’art. 7, 

on a, après quelques réductions, 

dP — sin® sin wd\ + cos de, 

dQ — cosy sin œd} — sin pd, 

dR — do + cos wd\. 

12. Il est facile de se convaincre que ces valeurs de a, b, c rendent éga- 

lement nulles les différentielles des coordonnées £, #, {; car en différentiant, 

et faisant d£ — 0, dn = 0, d£ — 0 dansles formules de l’art. 1; changeant 

ensuite a, b, c en à&, b, c, pour les rapporter à l’axe instantané de rotation, 

25. 
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on a les trois équations : 

ad£! + bd£" + cd£" — 0, 

adn! + bdn! + cd" = 0; 

adt' + bd£" + cd£" = 0. 

En les ajoutant ensemble, après les avoir multipliées successivement par 

E",n", C, par £”,n", C”, et par £”, n”, (”, et ayant égard aux équations de 

condition de l’art. 2, on a 

DE dE" n' du + Cal") + G(E dE" + n'dn" + Cal") — 0, 
a(E"dE + nd + Cd) + 0(E" dE" + n' du + C'dE") = 0, 
a(E" dE" + y" du + €"dl") + DE" dE" + n°" dn + C"dl)— 0. 

En ayant ensuite égard aux trois autres équations de condition de l’art. b, 

et supposant les valeurs de dP, dQ, dR données ci-dessus, ces trois équa- 

tions deviennent 

cdQ — bdR — 0,  adR — cdP —o,  bdP — adQ — 0, 

auxquelles satisfont évidemment les valeurs de a, b, c données ci-dessus. 

15. De même que les quantités dL, dM, dN servent à exprimer d’une 
manière uniforme les différentielles des quantités £”, £”, £”, ete., comme on 
l'a vu dans l’art. 8, on peut aussi exprimer ces différentielles par les quan- 

tités dP, dQ, dR. 

En effet, si l’on prend les trois équations 

sde Sy rat so 
EdE' + jo ie C'df—= dR, 

EU dE" + n"dn' + f'dl = — dQ, 

et qu'on les ajoute ensemble après les avoir multipliées successivement par 
e / ,, e 

£,6",€", pars',n”,n”, et per C", €”, (”, on aura tout de suite, par les 
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équations de condition de l'art. 5, 

d£'— £"dR — £"dQ, 

dn = nr” dR — »”4Q, 
die ‘a dR A ("dQ. 

De même, les trois équations 

£'d£" ne n dn” —- C'ac JA dR, 

E dE" + n'dn” —- ("dl" __ O, 

ET dE + n" dr” + (tal —= dP, 

étant multipliées successivement par £’, £”, £",n',n",n", et par €, €”, €” 

et ensuite ajoutées ensemble, donneront, par les mêmes équations de condi- 

tion, 

So 
t4 

dE" ee £" dP 2: £'dR., 

dr” = n”dP — n dk, 

dé"— {"dP _ 4 dB. 

Enfin les équations 

£"d£" 2h 1" dy" se Ce al” _ 4, 

g1 dE" + NP LR ae _ _ 

£'dE” Je nd” ci. C'al” — dQ, 

donneront de la même manière, 

dn” —= n'dQ — »”dP, 
al" __ C’dQ = ("dP. 

14. Par le moyen de ces formules, on peut représenter, d'une manière 

fort simple, les variations des coordonnées £, n, €, lorsqu'on veut consi- 

dérer à la fois le changement de situation du système autour de son centre, 

et le changement des distances mutuelles des points du système. Pour cela, 

il est clair qu'il faut différentier les expressions de £, 1, £, en regardant en 

même temps comme variables toutes les quantités £°, n”, €’, n”,etc., amsi 
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que &, b, ec, ce qui donne 

dé = ad£" + bd£" + cd£" + E'da + E"db + £"de, 

dun = adn + bda” + cr" + da + n° db + "de, 

dé= adl + bd + de" + C'da + C'db + Cde; 

substituant les expressions de d£”, dn', d£', d£”, etc., qu’on vient de 

trouver, et faisant, pour abréger, 

da! — da + cdQ — bdR, 

db" = db + adR — cap, 

de’ = de —+ bd? — adQ, 

on aura ces formules différentielles très-simples , 

dé — £'da’ + El db! El de”, 

dn = n da! + "db! + »" de’, 
dt _ Cd, €" db' si "dc. 

Et si l’on différentie ces expressions, qu’on y substitue de nouveau 

pour d£’, dn’, dl”, d£”, etc., les valeurs trouvées ci-dessus, et qu’on 

fasse encore, pour abréger, 

d'a”"—= d'a + dc'dQ — db'dR, 

d?b" = d°b'+ da'dR — dc'aP, 

dc" = d?c' + db'dP — da'dQ, 

on aura les différentielles secondes, | 

d°E + £'d'a" + £"d? bp" Ed? c" — : | 

d?n ee n  d?a” ie 1” d? b” "+ n”d?c”, 

d? Ce C'da” 1e ("d?b" Le C"d'c”. 

On voit que ces différentielles premières et secondes sont semblables 

aux expressions finies de #, n, € (art. 1), et que les quantités £”, #’, {”, 

£”, etc., y entrent de la même manière; il en serait de même des différen- 

tielles de tous les autres ordres, ce qui rend l'emploi des quantités 4P, 

dQ, dR très-avantageux dans les calculs relatifs à la rotation. 
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45. Mais il y a une remarque importante à faire sur l'emploi de ces 

quantités; c’est que quoiqu'elles se présentent sous la forme différentielle, 

on se tromperait en les traitant comme telles dans les différentiations rela- 

tives à la caractéristique à. Ainsi il n’est pas permis de changer simplement 

dP en doP, etc., dans la valeur 0T. 

Nous observerons d’abord que rien n'empêche de changer dans les for- 

mules différentielles de l’art. 43, la caractéristique d en 5, ce qui introduira 

dans les valeurs des variations 02”, dn’, 20”, 0€”, ete., les trois indétermi- 

nées dP, 0Q, ÔR, qui serviront à réduire toutes ces variations à trois arbi- 

traires. 

Ainsi ayant trouvé (art. 45) 

AD 0 dé PL fe en 4 ei 

on aura de même, en changeant d'en 5, 

OP se Éd aie "A ee C'èc", 

et ainsi des quantités dQ, dR, qui deviendront ôQ et 5R. 

Maintenant on aura, en différentiant dP suivant à, 

ddP = ETÈdE" + n° èdn" + ("idl i DE" dE" + 01" dr” 1e CAC 

et en différentiant ôP par à, | | oo 

d'il = EVAd8E + x” ddr” Le CASE" + dENIE" + dun + dE. 

Mais 2d£”, ddn”, Sd” sont la même chose que dè£”, d$n”, dôf”, parce 

que les quantités £”, n”, €” sont des variables finies ; donc on aura 

SD ne TND SE" dE" 4 Ent dat SC" dr" 

er d'ETRET — d'a ME y? — de" ue 

Substituons pour d£”, dn”, dl” et d£”, dn”, d€" leurs valeurs en &P, 

dQ, dR (art. 21), et pour d£”, dn”, C7, 0€", dn°”, 8” les valeurs ana- 

logues qui viennent du changement de la caractéristique d'en d, on aura, 

par les équations de condition de l’art. 2, 

Sen deal dut ds "dE" ns ONE. 

dEMSEN + dy" 5 n" + dedC = Es dOPR.:. 
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donc 
dP = diPl + dQR — dR°Q. 

Et par un calcul semblable, on trouvera 

odQ = diQ + dRÔP — dPGR, 

dR = dèR + dPoQ — dQSP. 

Ici se termine ce que l’on a pu trouver d’entièrement achevé sur le mouvement de rotation, dans 

les manuscrits de M. Lagrange. Nous nous proposons de continuer ce chapitre avec les paragraphes 

de l’ancienne édition, en profitant de plusieurs changements indiqués dans l’exemplaire de M. La- 

grange. Nous renfermerons dans une Note placée à la fin du volume quelques fragments relatifs à ce 

sujet, qui devaient servir de matériaux à un paragraphe sur les équations générales du mouvement 

‘de rotation d’un système quelconque de corps; ils sont dans un état trop incomplet pour entrer dans 

le texte, et cependant les géomètres regretteraient de ne pas les connaitre. 

(Note des éditeurs de la deuxième édition. ) 

NS ? e É 0 . 

S . — Æquations pour le mouvement de rotation d'un corps solde, 

animé par des forces quelconques. 

16. Nous venons de voir, dans le paragraphe précédent, que quelque 

mouvement que puisse avoir un corps solide, ce mouvement ne peut dé- 

pendre que de six variables, dont trois se rapportent au mouvement d’un 

point unique du corps, que nous avons appelé le centre du système (*) et 

dont les trois autres servent à déterminer le mouvement de rotation du Corps 

autour de ce centre. D’où il suit que les équations qu’il s’agit de trouver 

ne peuvent être qu'au nombre de six au plus; et il est clair que ces équations 

peuvent par conséquent se déduire de celles que nous avons déjà données 

dans la sect. IIF, $S Let IT, lesquelles sont générales pour tout système de 

corps. Mais pour cela il faut distinguer deux cas, l’un quand le corps est tout 

à fait libre, l’autre quand il est assujetti à se mouvoir autour d’un point fixe. 

17. Considérons d'abord un corps solide absolument libre ; prenons le 

centre du corps dans son centre même de gravité, et nommant x”, y”, z' les 

trois coordonnées rectangles de ce centre ; m la masse entière du corps, 

(*) On lit dans la première édition: le centre du corps. (J. Bertrand.) 
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Din chacun de ses éléments, et X, Y, Z les forces accélératrices qui agissent 

sur cet élément, suivant les directions des mêmes coordonnées; nous aurons 

en premier lieu ces trois équations (sect. IIT, art. 5), 

7 m + SXDm — o, 

dy Ÿ 
+ m+S Dm — 0, 

L? 
Em + SZDm — 0, 

NS 

dans lesquelles la caractéristique S dénote des intégrales totales relatives à 

toute la masse du corps; et ces équations serviront, comme l’on voit, à 

déterminer le mouvement du centre de gravité. 

En second lieu, si l’on désigne par £, n, € les coordonnées rectangles de 

chaque élément Dm, prises depuis le centre de gravité, et parallèles aux 

mêmes axes des coordonnées x’, y’, 3’ de ce centre, on aura ces trois autres 

équations (section citée, art. 12), 

(87 he RE Hu 

(ET Pr Te ÇX )Dm = 0, 

(1% nr — {Y)Dm= 0. 

Or nous avons prouvé, dans le paragraphe précédent, que les valeurs des 

quantités £, n, € sont toujours de cette forme, 

£ a£! + DE + CE”, 

n— an + bn” + cn”, 

C=al+bl"+ cel", 

| 

et nous y avons vu que, pour les corps solides, les quantités a, b, c sont 

nécessairement constantes par rapport au temps, et variables uniquement 

par rapport aux différents éléments Dm, puisque ces quantités représentent 

les coordonnées rectangles de chacun de ces éléments, rapportées à trois axes 

qui se croisent dans le centre du corps, et qui sont fixes dans son intérieur ; 

Méc. anal. XI. 26 
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qu’au contraire, les quantités £”, £”, etc., sont variables par rapport au 

temps, et constantes pour tous les éléments du corps, ces quantités étant 

toutes des fonctions de trois angles ®, d, w, qui déterminent les différents 

mouvements de rotation que le corps avait autour de son centre. Si donc 

on fait, dans les équations précédentes, ces différentes substitutions, en ayant 

soin de faire sortir hors des signes $ les variables ®, À, « et leurs différences, 

on aura trois équations différentielles du secona ordre entre ces mêmes va- 

riables et le temps f, lesquelles serviront à les déterminer toutes trois en 

fonctions de £. 

Ces équations seront semblables à celles que M. d’Alembert a trouvées 

le premier, pour le mouvement de rotation d’un corps de figure quelconque, 

et dont 1l a fait un usage si utile dans ses recherches sur la précession des 

équinoxes. 

Par cette raison, et parce que d’ailleurs la forme de ces équations n’a pas 

toute la simplicité dont elles sont susceptibles, nous ne nous arrêterons pas 

ici à les détailler ; mais nous allons plutôt résoudre directement le problème, 

par la méthode générale de la sect. IV, laquelle donnera immédiatement les 

équations les plus simples et les plus commodes pour le calcul. | 

48. Pour employer ici cette méthode de la manière la plus générale et la 

plus simple, on supposera, ce qui est le cas de la nature, que chaque part- 

cule Dm du corps soit attirée par des forces P, Q, R, etc., proportionnelles 

à des fonctions quelconques des distances p, q, r, ete., de la même particule 

aux centres de ces forces, et en formera de là la quantité algébrique 

N = f{Pdp + Qdg + Rdr + ...). 

On considérera ensuite les deux quantités 

= / 1: .2 478 2? Lee se er Æ) Dur, V — SIDm, 

en rapportant la caractéristique intégrale S uniquement aux éléments Dr 

du corps, et aux quantités relatives à Ja position de ces éléments dans le 

corps. | | 

On réduira ces deux quantités en fonctions de variables quelconques, £, 

dl, ®, etc., relatives aux divers mouvements du corps, et l’on en formera la. 
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formule générale suivante (sect. IV, art. 10), 

| hi OT OV 

dE ol OV 

ue nn il 
OT ÔT oV 

+ (dar 2 +3) 

+ (à. 

Si les variables £, À, ®, etc., sont, par la nature du problème, indépen- 

dantes entre elles (et l’on peut toujours les prendre telles qu’elles le soient), 

on égalera séparément à zéro les quantités multipliées par chacune des varia- 

tions indéterminées 6€, dd, d®, etc., et l’on aura ainsi autant d'équations 

entre les variables £, d, ®, etc., qu’il y aura de ces variables. 

Si les variables dont il s’agit ne sont pas tout à fait mdépendantes, mais 

qu'il y ait entre elles une ou plusieurs équations de condition, on aura, par 

la différentiation de ces équations, autant d'équations de condition entre les 

variations Ô£, d\, d@, etc., par le moyen desquelles on pourra réduire ces 

variations à un plus petit nombre. 

_ Ayant fait cette réduction dans la formule générale, on y égalera pareille 

ment à zéro chacun des coefficients des variations restantes ; et les équations 

qui en proviendront, jointes à celles de condition données, suffirent pour 

résoudre le problème. 

Dans celui dont il s’agit ici, il n’y aura qu’à faire usage des transforma- 

tions enseignées dans le paragraphe précédent. Aïnsi on substituera d’abord 

d'H+Ë, y'+n, z'+ 0, au lieu de x, y, z; ensuite aË'+ bE" + CE", 

an + bn" + cn”, al + bl" + cl", au lieu de £, 1, C (art. 4); enfin, met- 

tant pour £”, #’, etc., leurs valeurs en ?, À, w de l’art. 7, on aura les quan- 

tités T', V exprimées en fonctions des six variables indépendantes x’, y’, z’, 

?, Ÿ, w, à la place desquelles on pourra encore, si on le juge à propos, en 

introduire d’autres équivalentes ; et chacune d'elles fournira, pour la déter- 

mination du monvement du corps, une équation de cette forme, 

JT OT dv. 
RS ET ESP TE — ©, 
dd a da 7 da 

d 

« étant une de ces variables. 

20. 
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19. Commençons donc par mettre dans l’expression de T, à la place de 

x, Y, 2, ces nouvelles variables x’ +- £, y" + n, "+ Ü, et faisant sortir hors 

du signe S les x”, y’, z', qui sont les mêmes pour tous points du corps, 

puisque ce sont les coordonnées du centre du corps, la fonction T deviendra 

o dt? 2 dt? 

dx'S dE Dm + dy'SdnDm + dz'SdéDm 
Di CE Re D 0 QG a Lo 

A2 /2 /2 r2 1? 2 

D SD + (ETS a SAS Dm 

Cette expression est composée, comme l’on voit, de trois parties, dont la 

première ne contient que les seules variables x”, y”, z’, et exprime la valeur 

de T dans le cas où le corps serait regardé comme un point. Si donc ces 

variables sont indépendantes des autres variables £, n, €, ce qui a lieu lors- 

que le corps est libre de tourner en tous sens autour de son centre, la for- 

mule dont il s’agit devra être traitée séparément, et fournira pour le mou- 

vement de ce centre les mêmes équations que si le corps y était concentré ; 

ainsi cette partie du problème rentre dans celui que nous avons résolu dans 

les sections précédentes, et auquel nous renvoyons. 

La troisième partie de l'expression précédente, celle qui contient les diffe- 

rences dx’, dy’, dz', multipliées par les différences d£, dn, dû, disparaît 

d'elle-même dans deux cas : lorsque le centre du corps est fixe, ce qui est 

évident, parce qu’alors les différences dx’, dy", dz' des coordonnées de ce 
centre sont nulles ; et lorsque ce centre est supposé placé dans le centre même 

de gravité du corps, car alors les intégrales Sd£ Dm, SdnDm, SdCDm de- 

viennent nulles d’elles-mêmes. En effet, en y substituant pour d£, dn, dÛ leurs 

valeurs ad£'+ bd£" + cd£", adn + bd” + cdn”, adl'+ bd" + cd” 

(article précédent), et faisant sortir hors du signe S les quantités d£”, 

dE”, etc., qui sont indépendantes de la position des particules dm dans le 

corps, chaque terme de ces intégrales se trouvera multiplié par une de ces 

trois quantités, SaDm, SbDm, ScDm; or, ces quantités ne sont autre 

chose que les sommes des produits de chaque élément dm, multiplié par sa 

distance à trois plans passant par le centre du corps, et perpendiculaires aux 

axes des coordonnées a, b, c; elles sont donc nulles, quand ce centre coïn- 

cide avec celui de gravité de tous les corps, par les propriétés connues de ce 
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dernier centre. Donc aussi les trois intégrales Sd£Dm, SdnDm, Sd(Dm 

seront nulles dans ce cas. | 

Dans l’un et dans l’autre cas, il ne restera donc à considérer dans l’ex- 
: de + dr + dû | 

pression T, que la formule S (EE) Dm, qui est uniquement 

relative au mouvement de rotation que le système peut avoir autour de son 

centre, et qui servira par conséquent à déterminer les lois de ce mouvement, 

indépendamment de celui que le centre peut avoir dans l'espace. 

20. Pour rendre la solution la plus simple qu'il est possible, il est à 

propos de faire usage des expressions de d£, dn, dÛ de l'art. 14, lesquelles 

donnent, en faisant da = 0, db — 0, de — 0, 

dE + di + dE = (cdQ — bdR} + (adR — cdP}° 
+ (bdP — adQ} = (8° + c)dP° + (a° + c°) dQ° 

+ (a? + bd?) dR? — 20cdQdR — 2acdPdR — 2 abdPdQ. 

Or, les quantités a, db, c étant 1c1 les seules variables, relativement à la 

position des particules Dr dans le corps, 1l s'ensuit que pour avoir la valeur 

de S (dE? + dn° + d€?) Dm, 1 n'y aura qu'à multiplier chaque terme de Ja 

quantité précédente par Dm, et intégrer ensuite relativement à la caracté- 

ristique S, en faisant sortir hors de ce signe les quantités dP, dQ, dR qui 
, ; RE 43 der di + dA?\. ; 

en sont indépendantes. Ainsi la quantité S ( = 6 ) Dm deviendra 
2 di? 

À dP? + BdQ° + CdR? FaQdR + GdPdR + HdP4Q 

a dt? _ di? É 

en faisant, pour abréger, | 

A—S(P+c)Dm, B—S(a+c)Dm, C—=S(a +b?)Dm, 

EF — SbhcDm, G=— SacDm, — SabDm. 

Ces intégrations sont relatives à toute la masse du corps, en sorte que 

A, B,C, F, G, H doivent être désormais regardées et traitées comme des 

constantes données par la figure du corps. 

24. Si l’on fait, pour plus de simplicité, 

dP ss 740) Lee AR … 

de TE dé 1 PTS 
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on aura, en ne considérant dans la fonction ‘T que les termes relatifs au 

mouvement de rotation, 

T — . (Ap° + Bg° + Cr°) — For — Gpr — Hpgq; 

étant fonction que de p, q, r, on aura, en différentiant selon d} 

aT. 

ainsi Tn 

ST = = op pe 7 04 Ga 

Or, par les formules de l’art. 44,ona 

… _.sing sin © dŸ + cos ao 

di 

COS ® sil 6) dé — sin oo 

dt 

do + cos o dd 

dt 7 
PES 

donc (dt étant toujours constant) 

0 = (ET y — pVse + ST 0 
dp 1 dq dr “à 

ah Sin @ SIN © —- PE os sin er dy + dp (o) ()) dj () 1 @ —+- dr Frs 

d'T date dr : dE : dde 
ie FL ® COS æ Ji 9S PIE S © — 7 SIN © | —+ 

ae O abs LASER 
#e dp ERP dq ? dt ? 

d’où l’on aura sur-le-champ, pour le mouvement de rotation du corps, ces 

trois équations du second ordre, 

dT | 

"dr dT dT OV US 

dt mr Eur Vas Dee 93 

d Le dE s @ Sin & he À 45 nmçgs | dg be: re ee CV 

TE Mt 

d'T dT 
d. a COS ® — do sin e) 

clt | 
# à 

AE In ® COS TT = _ me sin ( LD dq ® COS © mo) +0 
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À l’égard de la quantité V, comme elle dépend des forces qui sollicitent 

le corps, elle sera nulle si le corps n’est animé par aucune force; aimsi dans 
LAN 

ce cas les trois quantités ON ON 
q do ” 4” du 

trois équations précédentes sera intéerable d’elle-même: mais l’intéocration S 9 8 

seront nulles aussi, et la seconde des 

générale de toutes ces équations restera encore fort difficile. | 

En général, puisque V — SHDm, et que II est une fonction algébrique 

des distances P; q , etc., (art. 48), dont chacune est exprimée par 

CS an 

en désignant par f, g, k les coordonnées du centre fixe des forces, il n’y 

aura qu’à faire dans la fonction II les mêmes substitutions que ci-dessus, et 

après avoir intégré relativement à toute la masse du corps, on aura l’ex- 

pression de V en ®, d, w, d’où l’on tirera par la différentiation ordinaire 

les y leurs d RU ui sont les mêmes que celles de AVE A es valeurs de >” SD? 30 q qu do ne 

Comme ceci n’a point de difficulté, nous ne nous y arréterons point; nous 

remarquerons seulement que les équations précédentes reviennent à celles 

que J'ai employées dans mes premières recherches sur la {6ration de la lune. 

22 (*). Quoique l'emploi des angles 9, À,  paraisse être ce qu’il y a de 

plus simple pour trouver par notre méthode les équations de la rotation du 

corps, on peut néanmoins parvenir encore plus directement au but, et obte- 

nir même des formules plus élégantes et plus commodes pour le calcul dans 

plusieurs cas, en considérant immédiatement les variations des quantités 

dP, dQ, dR données par les formules de l’art. 45; savoir, 

JdP = diP -+ dQIR — dRIQ, 
SdQ= d$Q + dRSP — dPSR, 
SdR — diR + dPSQ — dQ6P; 

dP dQ dR 
substituant ces valeurs dans dT et mettant p, g, r pour —; —; Tr» ON 

dt dt 

a— 

(*) Ce paragraphe est un de ceux qui n’ont pas été reproduits tels qu'ils étaient dans la première 

édition ; les résultats auxquels on parvient sont absolument les mêmes, mais la rédaction est simplifiée 

_ par le renvoi à l’art, 45 qui ne se trouve pas dans la première édition. (J. Bertrand.) 



200 MÉCANIQUE ANALYTIQUE, 

aura 

dt 

AT /d0Q Se 
dT do'R 

(Juant aux termes relatifs à la rs de V, puisque V devieni 

une fonction algébrique de £”, £”, £", nr”, etc., après la substitution de 
x + aË + DE" CE" y an + bn” + en", tal + bi" Tdi a 

heu de x, y, z, le signe intégral S n'ayant rapport qu’aux quantités a, b, c, i ÿ 

n’y aura qu'à différentier par d, et mettre ensuite pour d£”, d£”, etc., leurs 

OV dV OV PA 
dE — 7 dE JET — FEU eltc., on aura 

ir Ce + giR—r3Q) 

valeurs en ŸP, 9Q, ŸR ; ainsi, puisque 

dans la même au les termes suivants provenant de d'V : 

‘ Te  (E"OR — £"3Q) + 2 ("SP — E'3R) 
sh Ds (£8Q _ E"SP) x _ PE) _. 8Q) 2 

Donc enfin, rassemblant tous les termes multipliés par chacune des trois 

quantités JP, JQ, JR, on aura une équation générale de cette forme, 

0 = (P) SP + (Q)$Q + (R)JR. 
dans laquelle 

m AN n dV / dV r àN 

eau de" dr 0 ae 
ax 

‘ dq d'T dT 4,1 dV dV 
(Q) — di dé as FELIRE Nr 

1 AV A aV 3 AR TR — . en er = Tr? 

dT 
“dr dT 7 À D n dV 
Rd 7 ou fr 

74 dV / dv / dV / dV 

C'uer — Ë der —C er ER © der 
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Êt, comme les trois quantités dP, dQ, ŸR sont indépendantes entre elles, 

et en même temps arbitraires, on aura donc ces trois équations particulières 

Bio. (Qu (jo; 
lesquelles, étant combinées avec les six équations de condition entre les 

neuf variables £”, £”, etc. (art. 5), serviront à déterminer chacune de ces 

variables. 

On peut mettre, si l’on veut, sous une forme plus simple, _ termes de 

ces équations dépendants de la quantité V. Car, puisque V = SHDm, on 

aura (à cause que le signe S ne regarde point les variables £’, £”, etc. ), 

dV du dv 
ge SE pbm er 7 = Sr bn etc. ; 

et conime II est une fonction algébrique de 

aË+ bE"+oE", an + br” + cn , alC'+bl"+cefr, 

il est aisé de voir qu’en faisant varier séparément &, D, c, on aura 

dIl [1/4 dIl {! dil dit all 7 PAU 4 dil | all 

g" dE eh dr? C ae == b——) En dE rh PP Eu C den re SA 7 

et ainsi de suite; de sorte qu’on aura, de cette manière, 

RER TE 
=s(oT—-c%) D, 

sheet es rs 
=S(cT%-a%)Dm, 

gr AN NL pr dN gr Nr dX dV 
: Re Se a ne des Ce ft Pier de TN an Ode 6 dE Miant Cac 

=S(ag 6%) Dm. 

Mais, si cette transformation simplifie les formules, elle ne simplifie pas 

Mée. anal, {L. | 21 
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le calcul, parce qu’au lieu de l'intégration unique contenue dans V, on en 

aura trois à exécuter. 

25. Lorsque les distances des centres des forces au centre du corps sont 

très-grandes vis-à-vis des dimensions de ce corps, on peut alors réduire la 

quantité [T en une série fort convergente de termes proportionnels aux puis- 

sances et aux produits de a, b, c, de sorte que l'intégration STD m n'aura 

‘aucune difficulté : c’est le cas des planètes, en tant qu’elles s’attirent mutuel- 

lement. 

Si la force attractive P est simplement proportionnelle à la distance p, en 

sorte que P — kp , k étant un coefficient constant, le terme / P dp de la fonce- 

: ; kp &4 . ’ Pre re tion II (art. 18) devient — =; et, comme p est exprimé, en général, par 

{x —f)+(y —g)} + (2 — hk)?, en désignant par f, g, h les coordonnées 

du centre des forces ; le terme dont il s’agit donnera ceux-ci : 

k 
2 + a PR Greg ed] 

Donc, substituant pour +, y, z leurs valeurs x'°+ £, y + n, z°+ €, multi- 

pliant par D m, et intégrant selon S, on aura, dans la valeur de V — STD, 

les termes suivants : 

LL AN + (8 + (8° — 4] S Dm + Ha — f)SED re D | 

+ (y — 8) SnDm + k (2 — h)SEDm + ÈS (8 + + €?) Dm 
Or, | 

E— al + DE +HoE", nan + bn! + en”, C= al + Are de 

donc, 

SE Dm = ESaDm + E"SbDm + £"ScDm, 

et ainsi des autres ; et 

S(E+n + E)Dm—S(a +b+c)Dm (art. 5) 

sera égal à une constante que nous désignerons par E. 

Mais, si l’on prend pour le centre arbitraire du corps, son centre même 
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de gravité, on a alors 

Sa Dm — 0, SbDm—o, ScDm—o, 

comme nous l'avons déjà vu ci-dessus (art. 49). Ainsi, dans ce cas, la 

quantité V ne contiendra, relativement à la force dont il s’agit, que les 

termes | Ce 

LI LI Sr 

naes : dV dV 
de sorte que toutes les différences partielles de” de” etc., seront nulles. 

D'où ül s'ensuit que l'effet de cette force sera nul par rapport au mouve- 

ment de rotation autour du centre de gravité. 
; ° » y | KE A | 

Et, comme | expression précédente V, au terme constant pres, est la 

même chose que si tout le corps était concentré dans son centre, auquel 

cas 2 =%",ÿ —y",z—32, on aura, pour le mouvement progressif de ce 

centre, les mêmes équations que si le corps était réduit à un point; car les 

différences partielles de V, relativement aux variables +’, y’, z', seront les 

mêmes que dans cette hypothèse. 

Si l’on veut considérer le corps comme pesant, en prenant la force accélé- 

ratrice de la gravité pour l'unité, et l’axe des coordonnées z dirigé vertica- 

lement de haut en bas, on aura 

P— : et p=h—3; 

donc 

| fPdp=h—3=h—3—al"— bf"— 06"; 

de sorte que la quantité V contiendra, à raison de la pesanteur du corps, 

les termes 

(A — z')S Dm — C'SaDm — ("SbDm — C"ScDm. 

Ainsi, si le centre du corps est pris dans son centre de gravité, les termes 

qui contiennent les variables {”, {”, ete., disparaîtront, et, par conséquent, 

l'effet de la gravité sur la rotation sera nul, comme dans le cas précédent. 

La valeur de V, en tant qu'elle est due à la gravité, se réduira alors à 

(4 — z°)SDm, c’est-à-dire à ce qu’elle serait si le corps était réduit à un 

2". 
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point, en conservant sa masse SDm; donc aussi le mouvement de trans- 

lation du corps sera le même que dans ce cas. 

S [IL — Détermination du mouvement d'un corps grave de figure 

quelconque. 

24. Ce problème, quelque difficile qu'il soit, est néanmoins un des plus 

simples que présente la Mécanique, quand on considère les choses dans 

l’état naturel et sans abstraction ; car tous les corps étant essentiellement 

pesants et étendus, on ne peut les dépouiller de l’une ou de l’autre de ces 

propriétés sans les dénaturer, et les questions dans lesquelles on ne tiendrait 

pas compte de toutes les deux à la fois, ne seraient par conséquent que de 

pure curiosité. | 

Nous commencerons par examiner le mouvement des corps libres, comme 

le sont les projectiles ; nous examinerons ensuite celui des corps retenus par 

un point fixe, comme le sont les pendules. | 

Dans le premier cas on prendra le centre du corps dans son centre de 

gravité, et comme alors l'effet de la gravité est nul sur la rotation, aimsi 

qu’on vient de le voir, on déterminera les lois de cette rotation par les 

trois équations suivantes (art. 22) : 

4 AT 
 dp dT dE, 

di Ua dev 

d dT 
(A)  dq d'T dT 

du Pa 

Rai 
1 dE d'E 

__ dQ _ dR 
| ar LT he No 
et 

= = (AP? + Bq° + Cr°)— Fgr — Gpr — Hpg. 

À l'égard du centre même du corps, il suivra les lois connnes du mouve- 
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ment des projectiles considérés comme des points; ainsi la détermination de 

son mouvement n’a aucune difficulté, et nous ne nous y arrêterons point. 

Dans le second cas, on prendra le point fixe de suspension pour le centre 

du corps, et supposant les coordonnées z verticales et dirigées de haut en 

bas, on aura (art. 23) 

V—(a— 2) SDm — C'SaDm— C"SbDm — €"ScDm; 

d'ou l’on tire 

Î IV LV Re 
CA — — SaDm ne — — SbDm, en ScDm, 
dé’ ' dê dev 

et toutes les autres différences partielles de V seront nulles ; de sorte que les 

équations pour le mouvement de rotation seront (art. 22) 

| ; d'T 

l'a dT dT P RES ie If 1} _— = +q— r C"SbDm+CScDm—o, 

d'T 

(B) _ aq d'F d'T pl à I & SE PO me SaDm — 0, 

d'T 

Feu CH 
— ("SaDm + C'SbDm —o, 

Cd. re dq — 4% FE 

les quantités SaDm, SoDm, ScDm devant être regardées comime des 

constantes données par la figure du corps, et par le lieu du point de 

sus pension. 

25. La solution du premier cas, où le corps est supposé entièrement 

libre, et où l’on ne considère que la rotation autour du centre de gravité, 

dépend uniquement de l'intégration des trois équations (A). 

Or, il est d’abord facile de trouver deux intégrales de ces équations ; ear 
dT 

1°, sion les multiplie respectivement par 4 ——; et qu'ensuite on les 
dq” dr 

ajoute ensemble, on a évidemment une équation intégrable, et dont l’inté- 

d'T dT\, (dt Ÿ pe 
pr . &, +) =f 

{* étant une constante arbitraire. 

grale sera 
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2°. Si l’on multiplie les mêmes équations par p, q,r, et qu'on les ajoute 

ensemble, on aura celle-ci, 

laquelle, à cause que T est une fonction de p, q, r uniquement, et que par 

Tr AT: « dE | Fe Le 
conséquent d'1 — Fa dp + 4 dq + = dr est aussi intégrable, son imté- 

grale étant 

d'T d'T d'T 
ee nes sn CE un JA 

TT Ta Le 

h° étant une nouvelle constante arbitraire. 
/ ee SES : GEL, AE 

En mettant dans ces équations, au lieu de T', ——; ——, ——;, leurs valeurs, dy” dj” à 
on aura deux équations du second degré entre p, q, r, par lesquelles on 

pourra déterminer les valeurs de deux de ces variables en fonctions de la 

troisième ; et ces valeurs étant ensuite substituées dans une quelconque des 

trois équations (A), on aura une équation de premier ordre entre é et la va- 

riable dont il s’agit; ainsi on pourra connaître par ce moyen les valeurs de 

p,gq, rent. Cest ce que nous allons développer. | 

Je remarque d’abord qu’on peut réduire la seconde des deux intégrales 

trouvées, à une forme plus simple, en faisant attention que, puisque T est 

une fonction homogène de deux dimensions de p, q,r, on a, par la propriété 

connue de ces sortes de fonctions, 

D dT —-- ( d'T OT se ah 

Pan Pan ce 

ce qui réduit l'équation intégrale dont il s’agit à T — k*, laquelle exprime 

la conservation des forces vives du mouvement de rotation. 

Je remarque ensuite que comme la quantité 

AT __,4T\° dT IN dE dT \° 
At ado Pr) + La aq 

est équivalente à celle-ci, 

RE CAN _ dT d'T TT), 
(p'Eg A r") dp +) +) CS ++) 
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laquelle devient 

PP +g +) 4, 
en vertu des deux intégrales précédentes; on aura une équation différen- 

” | : A d'E 
tielle plus simple, en ajoutant ensemble les carrés des valeurs de d ii 

A ST tone Re Tes 
d.——, d.—-— dans les trois équations différentielles (A), équation qu'on 

dq dr 

pourra aussi employer à la place d’une quelconque de celles-ci. 

De cette manière la détermination des quantités p, q, r en { dépendra 

simplement de ces trois équations | 

DT —h*, 

dT\? /dT\2 fdT\? 
D rer 

dT \? , dT\? A oe (d 7) + (4%) +(4T) [fi (pt+g+r)— 4h ]dE, 

dans lesquelles 

FN. À 2 9 D OR CD es TE [A = - (Ap + Bg+ Cr?) — Fr — Gpr — Hpg. 

26. Cette détermination est assez facile, lorsque les trois constantes À, 

G, H sont nulles; car on a alors simplement 

pv ___ Ï “08 9 Ve l' = -(Ap" + Bg° + Ur°); 

done 

d'T | d'T dT 

dre rade sn 
de sorte que les trois équations à résoudre seront de la forme suivante : 

Ap° +Bg* + Or? —=ok%, 

A°p°+ B° q° + Dr 

A'dp?+ B?dq? + C° dr? : A M 
= (pt + gt +) — 4. 

Si donc on fait p° + g°+ r° = u, et qu’on tire les valeurs de p, g, r de 
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ces trois équations, | 

D". SO HP: mb 

Ap° + Bg° + Cr? — 2 7, 

A° p° + B° q° + Cr fr, 

OH AUTA 

; Rene ne 
PF —= == 9 

(A — B) (A 
ns _ACu—0h? Re 
qd" —= 9 7 (B—A)(B—C) 

À + 

(C 

) 
D et À + f°. 

(CE — À) B) 

ces valeurs étant substituées dans l’équation différentielle ci-dessus, le pre- 

mier membre de cette équation deviendra, les réductions, 

A°B°C°(4h5— f°u) du 
4[BCu— 2e (B+C)+f?][ACu—2R(A+C)+f ; LABu— 2h {(A+B)+ f°]d? 

et le second membre deviendra f?u — 4h", de sorte qu’en divisant toute 

l'équation par fu. — 4h", et tirant la racine carrée, on aura enfin 

ABC du 

— ec mn C\+f?'][ACu — 2/° (A +C)+/ AB — 2 (A + B)+/] 

d'ou l’on tirera par l'intégration £ en w, et réciproquement. 

27. Supposons maintenant que les constantes F, G, H ñe soient pas 

nulles, et voyons comment on peut ramener ce cas au BRON au moyen 

de quelques substitutions. 

Pour cela, je substitue à la place de variables p, g, r des fonctions d’au- 

tres variables x, y, z, qu'il ne faudra pas confondre avec celles que nous 

avons employées jusqu'ici pour représenter les coordonnées des différents 

points du corps; et je suppose d’abord ces fonctions telles, que l’on ait 

p° 0 4 Pie x pe er. 

Il est évident que, pour satisfaire à cette condition, elles ne peuvent être 

que linéaires, et, par conséquent, de cette forme : 

p = p'x+ p'y es q = ga gl q"z, DC SU +rly + re 

Les quantités p”, p”, p"”, q', ete., seront des constantes arbitraires entre 
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lesquelles, en vertu de l'équation 
p°+ q° _e p? — 2° + V° + 7. 

il faudra qu'il y ait les six équations de condition que voici : 

/& HI 2 HD: p”° + q rt = 1, p" AQU Mer ts 0 + Q 

AN ARTE PT ON /4 1." VW 1 2/1) NE 7 LE : pp"+gq+rr=0, pp+gg"+rr=0, pp +44 +Trr —=0; 
de sorte que, comme les quantités dont il s’agit sont au nombre de neuf, 

après avoir satisfait à ces six équations, il en restera encore trois d’arbitraires. 

Je substituerai maintenant ces expressions de p, g, r dans la valeur de Ÿ', 

et je ferai en sorte, au moyen des trois arbitraires dont je viens de parler, 

que les trois termes qui contiendraient les produits «y, «7, y2 disparaissent 

de la valeur de T, en sorte que cette quantité se réduise à cette forme 

ROME. 
2 

Mais, pour rendre le calcul plus simple, je substituerai immédiatement 

dans cette formule les valeurs de x, y, z en p, q,r, et comparant ensuite le 

résultat avec l'expression de T, je déterminerai non-seulement les arbitraires 

dont il s’agit, mais aussi les inconnues «, 8, y. Or les valeurs ci-dessus de p, 

q,r étant multipliées respectivement par p', g’, r’, par p’,g',r”, et par 

p", q"”,r”, ensuite ajoutées ensemble, donnent sur-le-champ, en vertu des 

équations de condition entre les coefficients p', p”, ete., 

x p'p+g'q+rr, y =p"p+9"q e r'r, z— p"p LE g"q+r"r; 

| nt am Ps  S 
la substitution de ces valeurs dans la quantité RE, et la compa- 

raison avec la valeur de T de l’art. 25 donnera ainsi les six équations sui- 

vantes : 
ap" 2. Bp"° ie » 711 ee À. 

TE ie Bq"° de 7g"° — B, 

ne _ Br! ss Jr _ C, 

ag'r' + 8g"r" + ygr" = __F, 

ap'r'+ Bp"r" + pr —= 1. G, 

ap'q"+ 8p"qg"+ 7p"q"— e H, 

qui serviront à la détermination des six inconnues dont il s’agit. 
Méc. anal, IT. 20 
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Et cette détermination n’a même aucune difficulté; car si l’on ajoute 

ensemble la première équation multipliée par p”, la sixième multipliée par q', 

et la cinquième multipliée par r”, on a, en vertu des équations de condition 

déjà citées, | | 
ap'= Ap'— Hg'— Gr'; 

en ajoutant la deuxième, la quatrième et la sixième, multiphées respective- 

ment par g’, r’, p', Où aura pareillement 

ag = Bg — Fr — MHp'; 

ajoutart enfin la troisième, la cinquième et la quatrième, multipliées respec- 

tivement par r’, p', q', On aura 

ar = Cr'— Gp'—Fg'; 

et ces trois équations étant combinées avec l'équation de condition 

serviront à déterminer les quatre inconnues «, p', q', r”. 

Les deux premières équations donnent 

_HG+F(A—e), ue (A—a)(B—e)—H,, 
1 FH+G(B —e)? ? — FH+-G(B—a) °° 

substituant ces valeurs dans la troisième, on aura, après avoir divisé par p', 

cette équation en «, 

(x — À) (x — B)(x — C) — F°(x — À) 

— Ga — B) — Ha — 0) + 2FGH — 0, 

laquelle, étant du troisième degré, aura nécessairement une racine réelle. 

Les mêmes valeurs étant substituées dans la quatrième équation, on en 

tirera celles de p”, q’, r” en «, lesquelles, en faisant, pour abréger, 

(x) = Y[(A— à) (B— a) —HP+THG-HF(A-a) + TFH+G(B— à), 

seront exprimées ainsi : 

A0 D nl eo Le À 4 mere. 

(a) CRE fe (2) D (a) 
Si l’on fait de nouveau les mêmes combinaisons des équations ci-dessus, 

x — FH GB a) 
mn 

mais en prenant pour multiplicateurs les quantités p”, q”, r” à la place de 
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p',qr, On en tirera ces équations-ci, 

Bp"— Abe Hg" — Gr". 

Bq"— Ba Fr” — Hp”, 

Br! HN LR Gp'— Fg”, 

12 F9 qui, étant Jointes à l'équation de condition p”* + g”?+ Fr"? = 1, serviront 
/2 4 : 

; et comme ces équations à déterminer les quatre inconnues 8, p”, g”,r 

ne diffèrent des précédentes qu’en ce que ces inconnues y sont à la place 

des premières inconnues «, p”, g’, r', on en conclura sur-le-champ que l’é- 

quation en f, ainsi que les expressions de p”, q”, r” en B, seront les mêmes 

que celles que nous venons de trouver en &. 

Enfin si l’on réitère les mêmes opérations, mais en prenant p”, q”, r” 

pour multiplicateurs, on trouvera de même les trois équations 

auxquelles on joindra l'équation p"? + qg"° + r°? = 1; et, comme ces 

équations sont en tout semblables aux précédentes, on en tirera des conclu- 

sions analogues. | 

On conclura donc, en général, que l'équation en « trouvée ci-dessus, aura 

pour racines les valeurs des trois quantités «, £, y, et que ces trois racines, 

étant substituées successivement dans les expressions de p”, q', ren «, on 

_ aura tout de suite les valeurs de p’, g',r', de p”, qg”",r",et de p”,q",r"; de 

sorte que tout sera connu, moyennant la résolution de l'équation dont il s’agit. 

Au reste, comme cette équation est du troisième degré, elle aura toujours 

une racine réelle, qui, étant prise pour «, rendra aussi réelles les trois quan- 

tités p', g’, r'. À l'égard des deux autres racines B et y, si elles étaient ima- 

sinaires, elles seraient, comme l'on sait, de la forme 

DE CU ER et B—cy—1; 

de sorte que les quantités p”, g”, r”, qui sont des fonctions rationnelles de 8, 

seraient aussi de ces formes, 

| pen Rr ue + n\— 1, m+n ÿ—i, m'+n V— 1; 

29. 
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et les quantités p”, 9”, r”, qui sont de semblables fonctions de y, seraiènt 

des formes réciproques 

E | ne lee 
Mm—n\—1, m—n\/—1, m'— n'\/— 1; 

[{/4 I, donc l’équation de condition p'p"+ g"g"+r"r"= 0 deviendrait 

112 mn m' A ne no; 

"seraient et, par conséquent, impossible, tant que m, nr, m,n,m',n 

réelles ; d’où il s'ensuit que 8 et y ne peuvent être imaginaires (*). 

Pour se convaincre directement de cette vérité, d’après l’équation même 

dont il s’agit, je mets cette équation sous la forme 

ses F{(a—A)+G{(a—B) — 2FGH 

PR, 17 (ae Aa Blle. # 

j'y substitue successivement, au lieu de x, les deux autres racines 6 et y, et 

je retranche les deux équations résultantes l’une de l’autre; j'aurai, après les 

réductions et la division par 8 — y, cette transformée 

[(B—A)(8— 8) —H}]{(7— A) (7 —B)—#] 
+ (F7 G?) By — (AL + BG? + 2 FGH) (8 + y) 

+ (F7 + GG) + AE? + BG? + 2FGH (A + B) — 0, 

laquelle est réductible à cette forme 

[(8— A) (8— B) — H°][(y — A)(y— B) — H°] 
+ [F(8—A)—GH][F (y — A)— se 
+[G(£—B)—HF]|[G(y— B) — HF] — 

qu’on voit être la même chose que l'équation (*) 
RSI es 13 

PP +g'g +rr = 0, 

et qui fournit, par conséquent, des conclusions semblables. 

(*) L’équation dont il s'agit ici est celle qui fait connaître la direction des axes principaux dans les 

surfaces du second ordre. La démonstration qui suit est la première preuve directe qui ait été donnée 

de la réalité des racines de cette équation. (J. Bertrand.) 

(**) On voit que l'intervention des quantités p”, p”, etc., n’est nullement indispensable; 1 suffit 

de remarquer que la dernière équation a pour premier membre la somme des produits de trois cou- 

ples d'expressions imaginaires conjuguécs. (J. Bertrand.) 
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Donc les trois racines x, £, y seront nécessairement toutes réelles, et les 

neuf coefficients p’, g', r', p", ete., qui sont des fonctions rationnelles de ces 

racines, seront réels aussi. 

28. Nous venons de déterminer les valeurs de ces coefficients, en sorte 

que l’on ait 

T ax + By +yz. 
er À 

2 

pP+g += +y + r __et 

_or, en faisant varier successivement p, g r, on aura, à cause que #, Ÿ, z Sont 

fonctions de ces variables, 

dE dx 2 OY dz 
db ER do’ 

dT . dx. dy dz 

D ag OT GG TV aq 
d'T : " dy Z 

der PNUr Didi gr 
mas 

x=p'p+gq+r'r, y=p'p+g'a+r"r, 2 p"p+qg"g+r"r, 

comme on l’a déjà vu plus haut; donc 

dx / dx dx dy 7 dy 
dp_ P° AN de Se dp Po? dj — J'ans 

substituant ces valeurs, on aura donc 

d'T 
dp = p'aë + p'ÊY + p" y; 

CL 
a = Ter+ by + gr 
dT / 7 M Je =TAR+T ÉTHET YE. 

De sorte qu'en vertu des équations de condition entre les. coefficients 

P'; q', Fi P”; eic., Gn aura 

{aT\? dT\?  [dT\?  , ns : 
æ) +) +) =er+er+r: 

d'T : 2 2 2 2 2 2 

(a. dp =) + + (d. Te) + k (a. %) = a dx + Ê dy + y'dz?. 

et 



293 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

Par conséquent, les trois équations finales de l’art. 24 se réduiront à 

celles-ci, 

ax +By" + yz = 2, 

xx? + Cas + s'4 7? nf", 

a dx° + (° dy + y° de? 1 4e | Ya ETES 2 pe (a + y + 2) — 4, 
lesquelles sont, comme l'on voit, tout à fait semblables à celles de l’art. 25, 

les quantités æ, y, z, «, B, y répondant aux quantités p, q, r, À, B, C. 

D'où 1l suit que si l’on fait, comme dans l’article cité, 

u—=p+g += + y" + 2, 

on aura, entre les variables x, y, z, u,; t, les mêmes formules que l’on avait 

trouvées entre p, q,r,u, t, en changeant seulement À, B,Cenez, 6,7. 

Ayant ainsi les valeurs de x, y, z en w ouf, on aura les valeurs complètes 

de p, q,r par les formules de l’art. 27. 

29. Les quantités p, q, r ne suffisent pas pour déterminer toutes les cir- 

constances du mouvement de rotation du corps, elles ne servent qu'à faire 

connaître sa rotation instantanée. En effet, puisque 

__ dP __ d@ Ml 
Fe sde CC dr 

il s'ensuit de ce qu'on a vu dans l’art. 10, que l’axe spontané de rota- 

tion, autour duquel le corps tourne à chaque instant, fera, avec Îles 

axes des coordonnées a, b, c, des angles dont les cosinus seront respecti- 

vement 

P q | F 
ei RD + 9) ÉD ES ART DNS | 
Vp° FLE 7? Vp° É q° Lr Vp° : g L r° 

et que la vitesse angulaire autour de cet axe sera représentée par 

Vr gr 
Pour la connaissance complète de la rotation du corps, il faut encore 

déterminer les valeurs des neuf quantités £”, n”, €”, £”, etc., d’où dépendent 

celles des coordonnées £, », €, lesquelles donnent la position absolue de 
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chaque point du corps dans l’espace, relativement au centre de gravité 

regardé comme immobile (art. 47); c’est ce qui demande encore trois inté- 

grations nouvelles. 

Pour cet effet, je reprends les formules différentielles de l'art. 13, et met- | 

tant pdt, gdt, rdt, au lieu de dP, dQ, dR, j'ai ces équations, 

dE + (gé"— re") di 
(CO) dE + (r£E — pET) di — 0, 

dE" + (pe"— GE!) dt = 0. 
et autant d'équations semblables en #", n”, n°”, et en €”, €”, €”, en chan- 

seant seulement £ en » et en C. 

| LE 

Ces équations étant comparées avec les équations différentielles (A) 
RP AE: SOU La à 

de l’art. 24, entre les quantités ——; —=, ——;ilest visible qu’elles sont entié- 
? dp  dg° dr | 

| 7 , 7 / 
rement semblables ; de sorte que ces quantités répondent aux quantités £”, 

£", &", comme aussi aux quantités »”, n”, n°”, et aux quantités €”, €”, C7. 

D'où je conclus que ces dernières variables peuvent être regardées comme 
. CN . M À LT dT 9 . . 0 

des valeurs particulières des variables ps et qu'ainsi, puisque jes 
. dg° dr 

équations entre ces variables sont simplement linéaires, on aura, en prenant 

trois constantes quelconques /, m, n, ces troiséquations intégrales complètes : 

: AT : 

: AT : | 
(D) | FE = LE + mn + nc, 

À dT # MW _ ll. Tr = lé + MA HA 

or, en combinant ces trois équations avec les six équations de condition entre 

les mêmes variables £’, #”, ete., il semble qu'on pourrait déterminer ces 

variables, qui sont en tout au nombre de neuf; mais en considérant de plus 

près les équations précédentes, 1l est facile de se convaincre qu'elles ne peu- 

vent réellement tenir lieu que de deux équations ; car, en ajoutant ensemble 

leurs carrés, il arrive que toutes les inconnues £”, »”, €”, etc., disparaissent 

à la fois, en vertu des mêmes équations de condition (art. 5) : de sorte que 
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ds 2 7 
l’on aura simplement Ï équation 

d'T 2 le 4 dT Re {2 RE AD 2 

er A LE D one + n°, 

lacçuelle revient, comme l’on voit, à la première des deux intégrales trouvées 

plus haut (art. 25) ; et la comparaison de ces équations donne 

f'=Ë+ n° + n, 

en sorte que parmi les quatre constantes f, /, m, n, il n’y en a que trois 

d’arbitraires. _ 

D'où l’on doit conclure que la solution complète demande encore une nou- 

velle intégration, à laquelle il faudra employer une quelconque des équations 

différentielles ci-dessus, ou une combinaison quelconque de ces mêmes 

équations. 

50. Mais on peut rendre le calcul beaucoup plus général et plus simple, 

en cherchant directement les valeurs des coordonnées mêmes £, n, €, qui 

déterminent immédiatement la position absolue d’un point quelconque du 

corps pour lequel les coordonnées relatives aux axes du corps sont «, b, c. 

Pour cela, J'ajoute ensemble les trois équations intégrales (D) trouvées 

ci-dessus, après avoir multiplié la prenuère par «a, la deuxième par b, 

la troisième par c, ce qui donne (art. À) cette équation, 

dT 
LE + mn + nl —= ae ne e AN dr. 

A CAGE 

Or on a déià, par la nature des quantités £, n, (art. 5), 

En + = a + + cr. 

Enfin, on a aussi (art. 14), en mettant pdt, gdt, rdt au lieu de dP, 

dQ, dR, et faisant a, b, c constants; 

dE + dr + d£° | ne. | . | Hs 

ER D (og — br) + (ar — cp} + (bp — ag)". 
Ainsi voilà trois équations d’où l’on pourra tirer les valeurs de £, #, €, 

moyennant une seule intégration. | 

Ensuite, si l’on voulait connaître séparément les valeurs de £”, »’, €”, 
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£" etc, il n’y aurait qu’à supposer dans les expressions générales de £, n, € 

lies constantes 

di, 00, C0 ou 0,b= tt 0 aus o, = Ch 

Supposons, pour abréger, 

d'\ dT 
LS pe ; 

dp dq 

M— a+ b+ 6? 

N = (eq — br) + (ar — cp} + (bp — ag)”, 

on aura donc à résoudre ces trois équations, 

LE + mn+nl=L, 

ge + n + C—= M, 

dE+ dr + de 
di = N, 

dans lesquelles M est une constante donnée, L, N sont supposées connues 

en fonction de t, et /, m, n sont des constantes arbitraires. 

J’observe d’abord que si / et m étaient nulles à la fois, la première équa- 
: L NUE | | 

tion donnerait ( — 3 et cette valeur étant substituée dans les deux autres, 

on aurait 

L° dE? a dL? 
Ep = Ne dé + dr EN DCR 

di” 7 mdr 

4 e \ s \ , . : : F è . . 

équations très-faciles à intégrer, en faisant £ — p cos 0, n — psin0, ce qui les 

change en ces deux-ci, 

É) 2 702 9 I 2 L° P d®+ de … dL 
p° = —=— M ere dt? Ve N n° dé’ 

dont la première donnera la valeur de », et la seconde donnera l'angle à par 

l’intégration de cette formule | 

He 7 
RS 

Supposons maintenant que / et 77 ne soient pas nulles, ét voyons eom- 

 Méc. anal, TI. 29 



2926 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

ment on peut réduire-ce cas au précédent. Il est clair que si l’on fait 

LE + mn=xÿl+m, mé—m=yVl+m, 

on aura également 

E? + 2 + y et dé + dr = dx* + dy°; 

ainsi les équations proposées se réduiront d’abord à cette forme. 

CAN IUE + mm +nC= EL, 

LR = M, 

dx° + dy° + dé 3 N 

RS 
Si l’on fait ensuite 

x VE + D + nC— z WE + m+n, 

Rx — CVE UE u\/P + M4 nr, 

on aura encore 

+ Cut et dx + dC= dr + du; 

done on aura ees transformées, 

ZE + mi+ nr = L, 

+ y +2 = M, 

du + dy + de N 
—_—_———"°{ TE et IN 

CE à $ o- _« A | # 

qui sont, comme l’on voit. entièrement semblables à celles que nous venons 

de résoudre ci-dessus ; en sorte qu’on aura pour &, y, z les mêmes expres- 9 27 3 

sions que nous avons trouvées pour £,", (, en y changeant seulement # en 

VE + m° + n°. | 

Ces valeurs étant connues, on aura les valeurs générales de £, n, Ü par 

les. formules. | 

£ [x + my - mx — ly 2. 1Z-— U VE + m° 
re mm Le TE 0 2 ———— 06: 

VERTE VE + m° VE mn 
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51. Telle est, si je ne me trompe, la solution la plus générale, et en même 

temps la plus simple qu'on puisse donner du fameux problème du mouve- 

ment de rotation des corps libres ; elle est analogue à celle que j'ai donnée 

dans les Mémoires de l Académie de Berlin pour 1773, mais elle est en même 

temps plus directe et plus simple à quelques égards. Dans celle-là, je suis 

parti de trois équations intégrales qui répondent aux équations (D) de 

l’art. 29 ci-dessus, équations qui n'avaient été fournies directement par le 

principe connu des aires et des moments, et auxquelles j'avais joint l’équa- 

tion des forces vives T — h? (art. 24). Ici, j'ai déduit toute la solution des 

trois équations différentielles primitives, et je crois avoir mis dans cette solu- 

tion toute la clarté, et (si j'ose le dire) toute l'élégance dont elle est suscep- 

tible; par cette raison, je me flatte qu'on ne me désapprouvera pas d'avoir 

traité de nouveau ce problème, quoiqu'il ne soit guère que de pure curio- 

sité, surtout si, comme je n’en doute pas, il peut être de quelque utilité à 

l’avancement de l'Analyse. 

Ce qu'il y a, ce me semble, de plus remarquable dans la solution précé- 

dente, c’est l'emploi qu’on y fait des quantités £”, n”, €”, £”, ete., sans con- 

naître leurs valeurs, mais seulement les équations de condition auxquelles 

elles sont soumises, quantités qui disparaissent à la fin tout à fait du ealcul ; 

Je ne doute pas que ce genre d’analyse ne puisse aussi être utile dans d’autres 

OCCASIONS. | | 

Au reste, si cette solution est un peu longue, on ne doit l’imputer qu'à la 

grande généralité qu’on y a voulu conserver; et l’on a pu remarquer deux 

moyens de la simplifier, l’un en supposant les constantes F, G, H nulles 

(art. 25), et l’autre en faisant nulles les constantes / et 7 (art. 40). 

La première de ces deux suppositions avait toujours été regardée comme 

indispensable pour parvenir à une solution complète du problème, jusqu'à 

ce que je donnai, dans mon Mémoire de 1773, la manière de s’en passer ; 

cette supposition consiste, en effet, à prendre pour les axes des coordonnées 

a, b, c, des droites telles, que les sommes SabDm, S ac Dm, SbcDm soient 

nulles (art. 49); et Euler a démontré le premier que cela est toujours pos- 

sible, quelle que soit la figure du corps, et que les axes, ainsi déterminés, 

sont des axes de rotation naturels, c’est-à-dire tels, que le corps peut tourner 

librement autour de chacun d'eux. Mais quoiqu’on puisse toujours trouver 

29: 
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des axes qui aient la propriété dont il s’agit, et que d’ailleurs la position des 

axes du corps soit arbitraire, il n’est pas indifférent d’avoir une solution tout 

à fait directe et indépendante de ces considérations particulières. 

La seconde des deux suppositions dont il s’agit dépend de la position des 

axes des coordonnées £, n, € dans l’espace, position qui, étant pareïllement 

arbitraire, peut toujours être supposée telle, que les constantes / et 7 

deviennent nulles, comme on peut s’en convaincre directement, d’après 

les expressions générales de £, #, € que nous avons trouvées. 

32. En supposant F, G, H nulles, on a, comme on l’a vu dans l’art. 26, 

dE | d'T AT 
DSP GG Bg, Ur, 

et ces valeurs étant substituées dans les trois équations différentielles (A), 

il vient celles-ci, | 

mm 

à 

À FA ae um ren 
d. C | À gs _Prü=0o, dr+ —<— pqd&= 0, 

B 
qr dt = dq _ 

Fe 
LX. 

lesquelles s'accordent avec celles qu’Euler a employées dans la solution qu’il 

a donnée le premier de ce problème (voyez les Mémoires de l’Académie de 

Berlin pour 1758); pour s’en convaincre, il suffira d’observer que les con- 

stantes À, D, C (art. 26) ne sont autre chose que ce qu’Euler nomme les 

moments d'inertie du corps autour des axes des coordonnées a, b, €, et que 

les variables p, q, r dépendent du mouvement instantané et spontané de 

rotation, de manière que si l’on nomme &, 8, ‘y les angles que l’axe autour 

duquel le corps tourne spontanément à chaque instant, fait avec les axes des 

a, b, c, et p la vitesse angulaire de rotation autour de cet axe, on a (art. 29) 

P = p Cos &, q = p eos, r = p COS y. 

À l'égard des autres équations d’Euler, lesquelles servent à déterminer la 

position des axes du corps dans l’espace, elles se rapportent à nos équa- 

tions (C) de l'art. 29. En effet, comme les neuf quantités £”, n’, (",£”, ete., 

ne sont autre chose que les coordonnées rectangles des trois points du corps, 

pris dans ses trois axes, à la distance 1 du centre (ce qui suit évidemment 

de ce que ces quantités résultent des trois £, n, {, en y faisant successive- 
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ment & — 1, b == 0, c — 0, ensuite a—=0,b—1, c — 0, et enfin a = 0, 

b—o,c— 1), il est clair que si l’on désigne, avec Euler, par /, m, n les 

compléments des angles d’inclinaison de ces axes sur le plan fixe des £ et », 

et par À, , v les angles que les projections des mêmes axes font avec l'axe 

fixe des £, on aura ces trois expressions, 

€" — cos l, n —sinl sinmA,  Z’ — sin /cos À, 

" ; | ; | 
("= cosm, n’—sinmsins,  £”— sInm cos w, 

lil . 1 | (= cosn,  #”—sinn sinr,  £”—sinn cosy; 

et par le moyen de ces substitutions, on trouvera aisément les équations 

auxquelles Euler est parvenu par des considérations géométriques et trigo- 

nométriqu es. 

. 

7 33. Au reste, en adoptant à la fois les deux suppositions de F, G, 

nulles, et de /, m nulles aussi, on aura la solution la plus simple par les trois 

équations (D) de l’art. 29, en y substituant les valeurs de £”, £”, €” ét de 
P;gr,en@,4,0 (art. 7, 20); car on aura de cette manière ces trois équa- 

tions du premier ordre, 

sin © si dÙ + cos o du 
A © Ste 

dt @ / 

cos © sin & db — sin odw 
Pr re cosCsiie, 

dt 

do + cos w dy | 
5 — À COS ©. Cu 

dt 

lesquelles se réduisent évidemment à celles-c1 : 

À do 

ndt — Bd = — © 289?, 

| Cd. 
ndt — Cdi — a. 

_ Or, si l’on élimine déet dA}, en ajoutant ensemble ces trois équations, après 

les avoir multipliées respectivement par C — B, À — C, B — À, on aura 
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l'équation 

AGIR RDA) mie À ET 
) Lang o Sin & sin © ‘ 

laquelle se réduit à cette forme, 

CO5 & 0) C(B—A) do 
= ne LE D? 
sin Das oO) os A(C—B) 

tang ® 

où les variables sont séparées. 

Le second membre de cette équation se change en 

C(B— A)sino cos odo 
B(A—C)sin*o — À (OC —B) cos’ o 

Qu encore en 

C(B—A) sin 29d0 

2 AB—C(A+B) +C (B— À) cos 20? 

donc, en intégrant logarithmiquement, et passant ensuite des logarithmes 

aux nombres, on aura 
[7 : 

2 AB — C(A + B) + G(B— A) cos 29 — 
sin? 

L— cos 29. donc subst: 
I + COS 20? | ten 

K étant une constante arbitraire. Or tango — / 

tuant la valeur précédente, on aura 

=: (B — C) sin°w — K | 

2B(C— A)sino + K’ 
tang ® — 

et mettant cette valeur de tang ® dans les deux premières équations diffé- 

rentielles, on aura 

Sin 6) 

B(C— A)sin 25 + K 

A (B—C)sin*o— K K’ 

SE VE Re SE 
sin W 

sin? — K 

sin? © 2 R 

équations où les mdéterminées sont séparées et qui, étant intégrées, donne- 

ront £ et À en fonctions de w. 

Cette solution revient à celle que d’Alembert a donnée dans le tome 

quatrième de ses Üpuscules. 
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34. Venons au second cas, où l’on suppose le corps grave suspendu par 

un point fixe, autour duquel il peut tourner en tout sens. En prenant ce 

point pour le centre du corps, c’est-à-dire pour l’origine commune des 

coordonnées Ë, 1, Ceta,b,c, et supposant les ordonnées Ÿ verticales et 

dirigées de haut en bas, on aura pour le mouvement de rotation du corps, 

les équations (B) de l’art. 23. Ces équations sont plus compliquées que 

celles du cas précédent , à raison des termes multipliés par les quantités 

SaDm, SbDm, ScDm, lesquelles ne sont plus nulles lorsque le centre du 

corps, dont la position est ici donnée, tombe hors de son centre de gravité: 

on peut néanmoins encore faire évanouir deux de ces quantités, en faisant 

passer par le centre de gravité l’un des axes des coordonnées à, b, c, dont 

la position dans le corps est arbitraire, ce qui simplifiera un peu les équa- 

tions dont il s’agit. | 

Supposons donc que l’axe des coordonnées c passe par le centre de gra- 

vité du corps; on aura alors, par les propriétés de ce centre, 

SaDm—o, SbDm—o, 

et si l'on nomme # la distance entre le centre du corps, qui est le point de 

suspension, et son centre de gravité, il est visible qu’on aura aussi 

S(e— À) Dm—o; 

donc 

ScDm — SkDm = kSDm — km, 

en nommant 77 la masse du corps. 

Faisant ces substitutions et mettant K pour fm, on aura les trois équa- 

tions. suivantes : 

dT 

dp dE AT go 
D SE De 

| 2 dr 

(E) Un. et dt _ 
dot dan oo 
Fi 
le 
an as CR ner 
|. dé ne dq dp D 
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dans lésquelles 

UT — = (Ap° + Bg°+ Cr?) — Fgr — Gpr — Hp. 

35. On peut d'abord trouver deux intégrales de ces équations, en Îles 

ajoutant ensemble, après les avoir multipliées respectivement par p, q, r ou 

par C”, (”, C”; car, à cause de 

ANA (é Ps _ C"q) dt, 1e (C"p _. OA) dt, 

dE—=(C'q— E'p)dt (art. 15), 

on aura ainsi les sou équations 

AT d'T dT s 1j 
pd. d =t" qd. + rd. ea Kad" O, 

/ dT # q If d' er C IT dT 4 d TT 11/4 

Cd + + Cd D + Cd be, ae FAOt 

dont les intégrales sont 

_dT dT AT 4 porn. & 
BD D PRE NS 

feth étant deux constantes arbitraires. 

il paraît difficile de trouver d’autres intégrales, et par conséquent de ré- 

soudre le problème en général. Mais on y peut parvenir en supposant que 

la figure du corps soit assujettie à des conditions particulières. 

Ainsi, en supposant F — 0, G = 0, H — o, et de plus À — B, on aura 

LE at SR 
et la troisième des équations (E) deviendra d. = — 0, dont l'intégrale est 

LEE const dr — 
Ce cas est celui où l’axe des coordonnées c, c’est-à-dire la droite qui passe 

par le point de suspension et par le centre de gravité, est un axe naturel 

de rotation, et où les moments d'inertie autour des deux autres axes sont 

égaux (art. 82), ce qui a lieu en général dans tous les solides de révolution, 



y 
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lorsque le point fixe est pris dans l’axe de révolution. La solution de ce cas 

est facile, d’après les trois intégrales qu’on vient de trouver (*). 
Û ° A à - € 2 ‘ s “+ . Û , 

En eflet, puisque T — cn es — il est visible que ces trois Imté- 
cé] 

grales se réduiront à cette forme : 

A (p° + 9°) + Cri — aRE" = af. 
SSP EC re, TER, 

f, À, n étant des constantes arbitraires. 

Done, si l’on substitue pour €”, (”, €”, et pour p, q, r leur valeurs en 

fonctions de ?, 4, w (art. 7, 20), on aura ces trois équations, 

(in 90 Coop 

sin? wo dÜ 
À Te Er 

do + cos wdŸ 

dt 
+ Cn cos — h, 

lesquelles ont, comme l’on voit, l’avantage que les angles finis 4 et @ ne s'y 

trouvent pas. 

La seconde donne d’abord 

dY __h—Cn cos w 
À 

À sin? de 

et cette valeur étant substituée dans la première, on aura 

dt — | Â sin wodw 

VAsinw(2f—Cn°+2Kcosw)—{h—Cncosw)? 

ensuite la seconde et la troisième donneront 

sin w YA sin? w (2f —Cn°+2K cos w)—(h — Cn cos a) 

opens ss PE P ENEE AR ES S 
EEE EE 3 

sin & YA sin*w(2.f — Cn° + 2 Kcos w)—(h — Can cos @ )? 

à nr À md 

(”) Il est digne de remarque que ce problème ait été postérienrement résolu par Poisson comme 

entièrement nouveau. La solution qu’il en donne, sans citer aucunement Lagrange, fait partie du 

xvi® cahier du Journal de l’École Polytechique, publié en 1815, et a été reproduite dans la seconde 

édition de sa Mécanique. (J. Bertrand.) 

Mec. anal. I, 30 
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équations où les indéterminées sont séparées, mais dont l'intégration dépend 

en général de la rectification des sections coniques. 

= ; | LT  dT 
56.. Reprenons les équations (E) et substituons-y les valeurs de _—… es L | p' dq 

7 en P, q, r'; elles deviendront | 

À dp — Gdr—Hdg x Rp . . ” 
Fe +(C—B)gr + Fr — 97 — Gpq + Hpr + KË—o, 

Bdq — F dr — Hdp = (A EE C) pr + G, (p°— r?) H gr +- Fpq ee KE 0, 
dt 

Cdr— Edy — Gdp : " | 
di | + (B — À)pq + H(q = D ) — Fpr + Ggr = 0. 

Dans l’état de repos du corps, les trois quantités p, q, r sont nulles, puis- 

que W/p°+ g° + r° est la vitesse instantanée de rotation (art. 29); done on 

aura alors {’— o et {”— 0; en sorte qu’à cause de {+ FE F5, 

et par conséquent de "= 1, l’axe des coordonnées £ coïncidera avec celui 

des ordonnées c; c’est-à-dire que ce dernier axe qui passe par le centre 

de gravité du corps, et que nous nommerons dorénavant l'axe du corps, 

sera vertical, ce qui est l’état d'équilibre du corps; et cela se voit encore 

mieux par les formules de l’art. 7, lesquelles donnent sin ® sin & — 0, 

COS @ Sinw — 0, et par conséquent w — 0, & étant l'angle des deux axes des 

coordonnées c et f. 

Si donc, en supposant le corps en mouvement, on suppose en même temps 

que son axe s'éloigne très-peu de la verticale, en sorte que l’angle de dévia- 

tion © demeure toujours très-petit, alors les quantités €”, €” seront très- 

petites, et l’on aura le cas où le corps ne fait que de très-petites oscillations 

autour de la verticale, en ayant en même temps un mouvement quelconque 

de rotation autour de son axe. | 

Ce cas, qui n’a pas encore été résolu, peut l'être facilement et compléte- 

ment par nos formules ; car en regardant (” et €” comme très-petites du pre- 

mier ordre, et négligeant les quantités très-petites du second ordre et des 

ordres suivants, on trouve, par les équations de condition de l’art. 5, 

ts 2. l'oœ ll pl ER CRUE Z/2 Pi) ÉRIC EC, Me m6 
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et 
A £" — 1, p2 + y"? __ 1, En + El y" — 0 : 

donc 

£'—sinr,  £"—cos7, n—sint, #”— cosbet cos (7 —- Ü) — 0; 

d'ou 
7 == 90° +- b, 

et par conséquent 

£'— cos 4, = — sin 4. 

Substituant ces valeurs dans les expressions de d4P, dQ, dR de l’art. 14, on 

aura 

dP= C'dÿ+d£", dQ=€"d8— d£", 

dR — d8, en négligeant toujours les quantités du second ordre, 

Ainsi donc on aura 
dP _ Ed0+ dé" 

Pre dt 

__dQ  é"db— dé 
Dr. dt 

. dB dé 
— 4 dt 

valeurs qui, étant substituées dans les équations différentielles ci-dessus, 

donneront, en négligeant les puissances et les produits de {’ 4 , des équa- 

tions linéaires pour la détermination de ces variables. 

Mais avant de faire ces substitutions, on remarquera qu'en supposant 

let (7 nuls, les équations dont il s’agit donneront 

M8  pDfd8?  d'8 de d?8 
GT +F(S) nd RS se 

Donc, puisque C ne saurait devenir nul, à moins que le corps ne se ré- 

duise à une ligne physique, C étant — S$S (a*+ 0°) Dr, il s'ensuit qu'on 
d°6 d6 

ne peut satisfaire à ces ÉqHAHONS qu'en faisant de — 0, et ensuite, ou —  — 0: 

ouF—oetG—o. 
De là, il est facile de conclure que lorsque €” et {” ne sont pas nuls, mais 

| 30. 
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| x : a 0 re Se 
seulement très-petits, il faudra que les valeurs de > OÙ de F'et G soient 

aussi très-petites, ce qui fait deux cas qui demandent à être examinés sépa- 

rément. | 

37. S sons premièrement que sit uantité très-petite dt . Suppo P nt que — soit une quantité très-petite du 

même ordre que {” et (”, on aura, aux quantités du second ordre près, 

__ dé” a  . 
PE Ent 4 — a 

Par ces substitutions, en négligeant toujours les quantités du second ordre 

et changeant, pour plus de simplicité, les lettres €”, €” en s, w, les équations 

différentielles de l’article précédent deviendront 

Adu— Gd?6 LH 4. d'u TE + es + Kw +. 9 

—_Bd's—Fd0— Hu DL mms PS TS 

C0 + Fdts — Gd'u 2 

dé — 

! LES S d? 0. Gd Zu ee F d?s / : . # 

La dernière donne Ti —çys et celte valeur étant substituée 

dans les deux premières, on aura ces deux-c1 : 

(AC — G?) d'u + (CH + GF) ds 
de + CKu — ©, 

dt? + CKs = 0, 

dont l'intégration est facile par les méthodes connues. 

Qu'on suppose pour cela 

s—asm(pt+f), u—"ysn(pt +), 

a, B, y, p étant des constantes indéterniinées, on aura, après ces substt- 

tutions, ces deux équations de condition, 

(AC — G°) yp° + (CH + GF) cp — CKy= 0, 

(BC — FF?) œp° + (CH + GE) yp" — CKa = 0, 
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lesquelles donnent 

2. (CH+GF)p  _ CK—(BC— PF). 
a CR—{AC— Gp — (CH+GF)p 

d’où résulte cette équation en p, 

CK° 
0* 

= BOF A0 6) Te 

+ (BC — F°) (AC — G*) — (CH + GF)° = 0, 

laquelle aura, comme l’on voit, quatre racines égales deux à deux, et de 

signe contraire. 

Si donc on désigne en général par p et p’ les racines inégales de cette 

équation, abstraction faite de leur signe, et qu'on BrépnE quatre constantes 

arbitraires &, «”, (6, B’, on aura en général 

s— a sin (pt + B) +a'sin(pé+f"), 

et par conséquent 

__ (CH+ GF) pa sin(pt+f) (CH+GF), oo a'sin(p't+{) 

| CK— (AC — GC) CK— (AC —G)p" 
re 

9: 

d°0 
Enfin, on aura, en intégrant la valeur de re 

= f+ ht + 8 CL 

De sorte que l’on connaîtra ainsi toutes les variables en fonetions de #, et 

le problème sera résolu. 

Au reste, comme cette solution est fondée sur l'hypothèse que s, w et . 

soient de très-petites quantités, 1l faudra, pour qu'elle soit légitime, 1° que 

les constantes «, «’ et À soient aussi très-petites ; 2° que les racines », p’ solent 

réelles et inégales, afin que l'angle # soit toujours sous le signe des sinus. 

Or cette seconde condition exige ces deux-ci, 

DO = Fu AC C7 = 6: 

[BC — F°+ AC — G*] > 4 [(BC — F*) (AC — G) — (CH + GF}°}; 
lesquelles dépendent uniquement de la figure du corps, et de la situation du 

point de suspension. 
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58. Supposons, en second lieu, que les constantes F et G soient aussi 

très-petites du même ordre que &” et {”; alors, négligeant les quantités du 

second ordre, et mettant s, w à la place de CC”, les équations différen- 

tielles de l'art. 36 deviendront 

À (d,sd0 + d°u) Gd?0 H (d, ud0 = d?s) 

dt? di? dt? 

| (C—B) (ud0 — ds) do F 40° H (sd0 + du) dû OH, 

ÉE di? | di? di? + Ku = Fes 

B (d. ud0 —41?s) EF d°9 H (d.sd0 + d'u) 

AE dé de | 

+ (A — C) (sd6 + du) d8 _ Ga _ H (ude | ds) d mo 

di dt ba : 

Cd°0 _ 

di? 

à 

d°0 AO» HS 
La dernière donne re Où et intégrant, Va — h,n étant une constante 

arbitraire de grandeur Fr 

Substituant cette valeur de % ? dans les deux équations, on aura celles-ci, 

d?u d? A + HSE + FARRe C) 

Cm Ré Re 
d?s a 

+ (CG — A)ns + Gr? + Hn°u + Ks —o, 

dont l'intégration n’a aucune difficulté. 

Qu'on les divise par »*, et qu’on y remette, pour plus de simplicité, d4 à 

la place de ndt, en se souvenant que d8 est désormais constant, on aura, en 

K. Km 
ordonnant les termes et faisant L — +; = —; (art. 54), 

D A LE le H TLC (Ge Lise bee PR 

d°u (C— B+L)u + AT CLR 4H (s+ EF. 
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Pour intégrer ces équations, Je commence par faire disparaître les termes 

tout constants, en supposant s = x + f, u — y + L, et déterminant les 

constantes /, À, en sorte que les termes F et G disparaissent; ce qui don- 

nera ces deux équations de condition, 

(C—A+L)f+Hh+G=o, (C—B+L)h+Hf+F—0o; 

d’où l’on tirera 

je FH—G(C—B+L) 
TT (C—B+L){(C—A+T) —HR 

ie GH—F(C—A+L) | 
TG REL)C=R EL) NH 

et l’on aura en x, y, 8 les mêmes équations qu’en s, &, 8, avec cette seule 

différence que les termes constants G, F n'y seront plus. 

Je suppose maintenant x — axe”, y — Be”, «, B et z étant des constantes 

indéterminées, et e le nombre dont le logarithme hyperbolique est 1. Comme 

tous les termes des équations à intégrer contiennent x et y à la première 

dimension, il s'ensuit qu'ils seront, après les substitutions, tous divisibles 

par e‘°, et il restera ces deux équations de condition, 

[C—A+L+Bi]e+ [(O—A—B)i—H(i+ Er 

CB Ar Re Net BiHEr) lasse 

lesqueiles donnent 

G u C—A+L+ Bi ce (GA B) + Hit) 

ce (C—A—B)i+Hfi+s) C—B+L+Ar 

de sorte qu'on aura cette équation en z, 

| [O—B+T+Añ]|[C À + +8) 
+ (G— À — Bi — (1 +) —o, 

laquelle, en faisant 1 + 1° — p, se réduit à cette forme 

(AB — H°) + [OA + BE — C) + C]p+ Lt 2L (A + B—C)=o. 

Ayant déterminé p par cette équation, on aura 

ee D Vr—i 
he GC , TT MhoCel «0 
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et la constante & demeurera indéterminée. Or comme l'équation en p a deux 

racines, et que le radical 4/h — 1 peut être pris également en plus et en 

moins, On aura ainsi quatre valeurs différentes de x, y, lesquelles étant 

réunies satisferont également aux équations proposées, puisque les varia- 

bles x, y n’y sont que sous la forme linéaire. Prenant donc quatre con- 

stantes différentes pour x, on aura de cette manière les valeurs complètes 

de æ et y, puisque ces valeurs ne dépendant que de deux équations diffé- 

_rentielles du second ordre, ne sauraient renfermer au delà de quatre con- 

stantes arbitraires. 

39. Pour que les expressions de x et y ne contiennent point d'arcs de 

cercle, il faut que V p— 1 soit imaginaire, et qu'ainsi p soit une quantité 

réelle et moindre que l'unité. 

Dénotons par p et s« les deux racines de l'équation en p, supposées réelles 

et moindres que l'unité, et donnons aux quatre constantes arbitraires cette 

forme imaginaire, 

2 eBV—1 ae — BV: 7e. nt pe TE 

RE DNS ET en — Ér DR 

2V— 2V-—1 ( 2 . | 2V= Tr | 

on aura, en faisant ces substitutions, et passant des exponentielles aux sinus 

et cosinus, ces expressions complètes et réelles de x et y, 

L == a sin (ËW1—p+8£) + y sin (81 pe ), 

__ a(A+B— Cdi pr 
Y=p cri teosËVi— p+ É) 

An a H p " ——— ; 

Écrit porn (eyi—p+ 6) 

 Y(A+B—C)v(i—0) 
B—C+A(  —0)—L 

cos(4 4/1 — +6) 

Ho ss 

Read Doit) 

où &, 5, y, « sont des constantes arbitraires dépendantes de l’état initial 

du corps. | 
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Ayant ainsi æ et y, on aura 

" FH+G(B—C—L) 
LL EC PRE nr ne : D 
: GH+F(A—C—L) 
FN REC bec ne 

Donc, prenant pour Ÿ un angle quelconque proportionnel au temps, on 

aura (art. 36) ces valeurs des neuf variables £’, n”, 7, £", n”, etc. : Le 

— cosô, RE sing, C'uERS. 

Élus sinb, 17 — cos Ô, Ce ds 

E°= — scosô+ using, #"——ssin0— ucos8,  E"—:; 

en sorte qu'on connaîtra les coordonnées £, », / de chaque point du Corps 
pour un instant quelconque (art. #). 

Si l’on compare les expressions précédentes de £’, »”, ete., avec celles de 
l’art. 7, on en déduira facilement les valeurs des angles de rotation ®, 4}, w: 
et l’on trouvera 

p+d—0, singsmo—s, cososme—u; 

d'ou l’on tire 

FR vu $ 
tan CE u° ta ne — ÿ — Y. S «© S + U"; ang ® . JL ® 

Et il est facile de voir, d’après les définitions de l’art. 7, que « sera l’incli- 

naison supposée très-petite de l’axe du corps avec la verticale; que sera 
l'angle que cet axe décrit en tournant antour de la verticale, et que © sera 
l'angle que le corps même décrit en tournant autour du même axe, ces deux 

derniers angles pouvant être de srandeur quelconque. 

40. Mais il faut, pour l'exactitude de cette solution, que les variables s 
et u demeurent toujours très-petites. Ainsi, non-seulement les constantes & 
et y, qui dépendent de l’état initial du corps, devront être très-petites, 
mais il faudra que les valeurs des constantes F et G, données par la figure du 
corps, soient aussi très-petites, et que, de plus, les racines p et « soient 
réelles et positives, afin que l’angle 8 soit toujours renfermé dans des sinus 

ou COsinus. 

Méc. anal, II. 3r 
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S1 l’on suppose F — 0, G — 0, savoir, SocDm — 0, SacDm — 0, on 

aura les conditions nécessaires pour que les moments des forces centrifuges 

autour de l’axe du corps, qui est en même temps celui des coordonnées c, 

se détruisent, en sorte que le corps puisse tourner uniformément et libre- 

ment autour de cet axe. Or on sait qu’il y a, dans chaque corps, trois axes 

perpendiculaires entre eux, et passant par le centre de gravité, lesquels ont 

cette propriété, et qu'on nomme communément, d’après Euler, les axes 

principaux du corps. Donc, puisque nous avons supposé que l’axe du corps 

passe en même temps par le centre de gravité et par le point de suspension, 

il s'ensuit que les quantités F et G seront nulles, lorsque le corps sera sus- 

pendu par un point quelconque pris dans un de ses axes principaux. 

Donc, pour que ces quantités, sans être absolument nulles, soient du 

moins trés-petites, il faudra que le point de suspension du corps soit très- 

près d’un de ses axes principaux ; c’est la première condition nécessaire pour 

que l’axe du corps ne fasse que de très-petites oscillations autour de la ver- 

ticale, le corps lui-même ayant d’ailleurs un mouvement quelconque de rota- 

tion autour de cet axe. | | 

L'autre condition nécessaire pour que ces oscillations soient toujours très- 

petites, dépend de l'équation en p, et se réduit à celles-ci, 

(A +B)(L—C)+ GC] > 4 (AB —H°)[L?— 2L(A+B—C)] 

2 (AB) + (4 + B) (LC) + C 
D RS 

{A—C—L)(B—C—L\.-#H (A — dE me Des 

lesquelles dépendent à la fois de la situation du point de suspension et de la 

figure du corps. 

44. La solution que nous venons de donner embrasse la théorie des petites 

oscillations des pendules, dans toute la généralité dont elle est susceptible. 

On sait que Huyghens a donné, le premier, la théorie des oscillations cireu- 

lures : Clairaut y a ajouté ensuite celle des oscillations coniques, qui ont 

lieu lorsque le pendule, étant tiré de sa ligne de repos, reçoit une impulsion 

dont la direction ne passe pas par cette ligne. Mais si le pendule recoit en 
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mème temps un mouvement de rotation autour de son axe, la force centri- 

fuge, produite par ce mouvement, pourra déranger beaucoup les oscillations, 

soit circulaires, soit coniques, et la détermination de ces nouvelles oscillations 

est un problème qui n’avait pas encore été résolu complétement, et pour 

des pendules de figure quelconque. C’est la raison qui m'a déterminé à m'en 

occuper ICI. 

DIXIÈME SECTION. 

SUR LES PRINCIPES DE L'HYDRODYNAMIQUE. 

La détermination du mouvement des fluides est l’objet de l'Hydrodyna- 

mique; celui de l'Hydraulique ordinaire se réduit à l’art de conduire les” 

eaux, et de les faire servir au mouvement des machines. Cet art a dû être 

cultivé de tout temps, pour le besoin qu’on en a toujours eu, et les anciens 

y ont peut-être autant excellé que nous, à en juger par ce qu'ils nous ont 

laissé dans ce genre. 

Mais l’'Hydrodynamique est une science née dans le siècle dernier. Newton 

a tenté le premier de calculer, par les principes de la Mécanique, le mouve- 

ment des fluides, et d’Alembert est le premier qui ait réduit les vrais lois de 

leur mouvement à des équations analytiques. Archimède et Galilée (car lin- 

tervalle qui a séparé ces deux grands génies disparaît dans l’histoire de la 

Mécanique) ne s'étaient occupés que de l'équilibre des fluides. 

Torricelli commença à examiner le mouvement de l’eau qui sort d’un vase 

par une ouverture fort petite, et à y chercher une loi. Il trouva qu'en don- 

nant au jet une direction verticale, il atteint toujours, à très-peu pres, le 

niveau de l’eau dans le vase; et comme il est à présaumer qu'il l’atteindrait 

exactement sans la résistance de l’air et les frottements, Torricelli en conclut 

que la vitesse de l’eau qui s'écoule est la même que celle qu’elle aurait ac- 

quise en tombant librement de la hauteur du niveau, et que cette vitesse 

est, par conséquent, proportionnelle à la racine carrée de la même hauteur. 

Ne pouvant cependant parvenir à une démonstration rigoureuse de cette 

proposition, il se contenta de la donner comme un principe d'expérience, à 

cie 
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la fin de son Traité de Motu naturaliter accelerato, imprimé en 1643. 

Newton entreprit de la démontrer dans le second livre des Principes mathé- 

matiques, qui parurent en 1687; mais il faut avouer que c’est l'endroit le 

moins satisfaisant de ce grand ouvrage. 

= Si l’on considère une colonne d’eau qui tombe librement dans le je 

est aisé de se convaincre qu’elle doit prendre la figure d’un conoïde sde 

par la révolution d’une hyperbole du quatrième ordre autour de l'axe ver- 

tical; car la vitesse de chaque tranche horizontale est, d'un eôté, comme la 

racine carrée de la hauteur d’où elle est descendue, et, de l’autre, elle doit 

être, par la continuité de l’eau, en raison inverse de la largeur de cette 

tranche, et, par conséquent, en raison inverse du carré de son rayon; d’où 

il résulte que la portion de l'axe, ou l’abscisse qui représente la hauteur, est 

en raison inverse de la quatrième puissance de l’ordonnée de l’hyperboie 

génératrice. Si donc on se représente un vase qui ait la figure de ce conoïde, 

et qui soit entretenu toujours plein d’eau, et qu’on suppose le mouvement 

de l’eau parvenu à un état permanent, il est clair que chaque particule d’eau 

y descendra comme si elle était libre, et qu'elle aura, par conséquent, au 

sortir de l’orifice, la vitesse due à la hauteur du vase de laquelle elle est 

tombée. | 

Or Newton imagine que l’eau qui remplit un vase cylindrique vertical, 

percé à son fond d’une ouverture par laquelle elle s'échappe, se partage 

naturellement en deux parties, dont l’une est seule en mouvement et a la 

figure du conoïde dont nous venons de parler, c’est ce qu'il nomme la cata- 

racte; l’autre est en repos, comme si elle était glacée. De cette manière, 1l 

est clair que l’eau doit s'échapper avec une vitesse égale à celle qu'elle aurait 

acquise en tombant de la hauteur du vase, comme Torricelli l'avait trouvée 

par l’expérience. Cependant, Newton ayant mesuré la quantité d’eau sortie 

dans un temps donné, et l'ayant comparée à la grandeur de l’orifice, en avait 

conclu, dans la première édition de ses Principes, que la vitesse, au sortir 

du vase, n’était due qu’à la moitié de la hauteur de l’eau dans le vase. Cette 

erreur venait de ce qu'il n'avait pas d’abord fait attention à la contraction 

de la veine ; 1l y eut égard daïis la seconde édition, qui parut en 1714, et il 

reconnut que la section la plus petite de la.veine était, à l'ouverture du vase, 

à peu près comme 1 à 4/2; de sorte qu’en prenant cette section pour le vrai 
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orifice, la vitesse doit être augmentée dans la même raison de 1 à VEZ et 

répondre, par conséquent, à la hauteur entière de l’eau. De cette manière, 

sa théorie se trouva rapprochée de l'expérience, mais elle n'en devint pas 

pour cela plus exacte; car la formation de la cataracte où vase fictif dans 

lequel l’eau est supposée se mouvoir, tandis que l'eau latérale demeure en 

repos, est évidemment contraire aux lois connues de l’équilibre des fluides, 

puisque l’eau qui tomberait dans cette cataracte, avec toute la force de sa 

pesanteur, n'exercant aucune pression latérale, ne saurait résister à celle du 

fluide stagnant qui l'environne. | 

| Vingt ans auparavant, Varignon avait donné à l’Académie des Sciences 

de Paris une explication plus naturelle et plus plausible du phénomène dont 

il s’agit. Ayant remarqué que quand l’eau s'écoule d’un vase cylindrique 

par une petite ouverture faite au fond, elle n’a dans le vase qu’un mouve- 

ment très-petit et sensiblement uniforme pour toutes les particules, 1l en 

conclut qu’il ne s’y faisait aucune accélération, et que la partie du fluide qui 

s'échappe à chaque instant recevait tout son mouvement de la pression pro- 

duite par le poids de la colonne de fluide dont elle est la base. Ainsi ce 

poids, qui est comme Îa largeur de l’orifice multipliée par la ha uteur de l’eau 

dans le vase, doit être proportionnel à la quantité de mouvement engendrée 

dans la particule qui sort à chaque instant par le même orifice. Or cette 

quantité de mouvement est, comme l’on sait, proportionnelle à la vitesse et 

à la masse, et la masse est ici comme le produit de la largeur de l’orifice 

par le petit espace que la particule parcourt dans l'instant donné, espace qui 

est évidemment proportionnel à la vitesse même de cette particule; par con- 

séquent, la quantité du mouvement dont il s’agit est en raison de la largeux: 

de l’orifice multipliée par le carré de la vitesse. Donc enfin la hauteur de 

l’eau dans le vase est proportionnelle au carré de la vitesse avec laquelle 

elle s'échappe, ce qui est le théorème de Torricelli. 

Ce raisonnement a néanmoins encore quelque chose de vague, car on y 

suppose tacitement que la petite masse qui s'échappe à chaque instant du 

vase acquiert brusquement toute sa vitesse par la pression de la colonne qui 

répond à l’orifice. Or on sait qu’une pression ne peut pas produire tout à 

coup une vitesse finie. Mais en supposant, ce qui est naturel, que le poids 

de la colonne agisse sur la particule pendant tout le temps qu'elle met à 
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sortir du vase, il est clair que cette particule recevra un mouvement accéléré, 

dont la quantité, au bout d’un temps quelconaue, sera proportionnelle à la 

pression multipliée par le temps. Donc le produit du poids de la colonne, 

par le temps de la sortie de la particule, sera égal au produit de la masse 

de cette particule, par la vitesse qu’elle aura acquise; et comme la masse est 

le produit de la largeur de l'orifice par le petit espace que la particule décrit 

en sortant du vase, espace qui, par la nature des mouvements uniformément 

accélérés, est comme le produit de la vitesse par le temps, il s’ensuit que la 

hauteur de la colonne sera de nouveau comme le carré de la vitesse ac- 

quise. Cette conclusion est donc rigoureuse, pourvu qu’on accorde que 

chaque particule, en sortant du vase, est pressée par le poids entier de toute 

la colonne du fluide qui a cette particule pour base; c'est ce qui aurait lieu, 

en effet, si le fluide contenu dans le vase y était stagnant, car alors sa pres- 

sion sur la partie du fond où est l’ouverture, serait égale au poids de la co- 

lonne dont elle est la base ; mais cette pression doit être différente lorsque le 

fluide est en mouvement. Cependant il est clair que plus il approchera de 

l’état de repos, plus aussi sa pression sur le fond approchera du poids total 

de la colonne verticale; d’ailleurs, l'expérience fait voir que le mouvement 

du fluide dans le vase est d'autant moindre que l'ouverture est plus petite. 

Ainsi la théorie précédente approchera d'autant plus de la vérité, que les 

dimensions du vase seront plus grandes relativement à l'ouverture par 

laquelle le fluide s'écoule, et c’est ce que l'expérience confirme. 

Par une raison contraire, la même théorie devient insuffisante pour déter- 

miner le mouvement des fluides qui coulent dans des tuyaux dont la largeur 

est assez petite, et varie peu. Îl faut alors considérer à la fois tous les mou- 

vements des particules du fluide, et examiner comment ils doivent être 

changés et altérés par la figure du canal. Or l’expérience apprend que 

quand le tuyau a une direction peu différente de la verticale, les différentes 

tranches horizontales du fluide conservent à très-peu près leur parallélisme, 

en sorte qu'une tranche prend toujours la place de celle qui la précède ; 

d’où il suit, à cause de l’incompressibilité du fluide, que la vitesse de chaque 

tranche horizontale, estimée suivant le sens vertical, doit être en raison in- 

verse de la largeur de cette tranche, largeur qui est donnée par la figure du 

vase. | 
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Il suffit donc de déterminer le mouvement d’une seule tranche, et le 

problème est, en quelque manière, analogue à celui du mouvement d’un 

pendule composé. Ainsi, comme selon la théorie de Jacques Bernoulli, les 

mouvements acquis et perdus à chaque instant par les différents poids qui 

forment le pendule se font mutuellement équilibre dans le levier, il doit y 

avoir équilibre dans le tuyau entre les différentes tranches du fluide animées 

chacune de la vitesse acquise ou perdue à chaque instant; et de là, par l'ap- 

plication des principes déjà connus de l'équilibre des fluides, on aurait pu 

d’abord déterminer le mouvement d’un fluide dans un tuyau, comme on 

avait déterminé celui d’un pendule composé. Mais ce n’est jamais par les 

routes les plus simples et les plus directes que l'esprit humain parvient aux 

vérités, de quelque genre qu’elles soient, et la matière que nous traitons en 

fournit un exemple frappant. 

Nous avons exposé, dans la sect. [, les différents pas qu'on avait faits 

pour arriver à la solution du problème du centre d'osaillation, et nous y 

avons vu que la véritable théorie de ce problème n'avait été découverte par 

Jacques Bernoulli que longtemps après que Huyghens l'eut résolu par le 

principe indirect de la conservation des forces vives. Il en a été de même 

du problème du mouvement des fluides dans des vases, et 1l est surprenant 

qu’on n'ait pas su d’abord profiter pour celui-ci des lumières que l'on avait 

déjà acquises par l’autre. 

Le même principe de la conservation des forces vives fournit encore la 

première solution de ce dernier problème, et servit de base à l'Hydrodyna- 

mique de Daniel Bernoulli, imprimée en 1738, ouvrage qui brille d’ailleurs 

par une Analyse aussi élégante dans sa marche que simple dans ses résultats. 

Mais l’inexactitude de ce principe, qui n'avait pas encore été démontré 

d’une manière générale, devait en Jeter aussi sur les propositions qui èn 

résultent, et faisait désirer une théorie plus sûre et appuyée uniquement sur 

les lois fondamentales de la Mécanique. Maclaurin et Jean Bernoulli entre- 

prirent de remplir cet objet, l’un dans son 7ratté des Fluxions, et l'autre 

dans sa Wouvelle Hydraulique, imprimée à la suite de ses OEuvres. Leurs 

méthodes, quoique très-différentes, conduisent aux mêmes résultats que le 

principe de la conservation des forces vives ; mais il faut avouer que celle de 

Maclaurin n’est pas assez rigoureuse et parait arrangée d'avance, conforme- 
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ment aux résultats qu'il voulait obtenir; et quant à la méthode de Jean Ber- 

noulli, sans adopter en entier les difficultés que d’Alembert lui a opposées, 

on doit convenir qu'elle laisse encore à désirer du côté de la clarté et de la 

| précision. | 

On a vu, dans la sect. [, comment d’Alembert, en généralisant la théorie 

de Jacques Bernoulli sur les pendules, était parvenu à un principe de Dyna- 

mique simple et général, qui réduit les lois du mouvement des corps à celles 

de leur équilibre. L'application de ce principe au mouvement des fluides se 

présentait d'elle-même, et l’auteur en donna d’abord un essai à la fin de sa 

Dynamique, imprimée en 1743; 1l l'a développée ensuite avec tout le détail 

convenable dans son 7ratté des Flides, qu parut l’année suivante, et qui 

renferme des solutions aussi directes qu’élégantes des principales questions 

qu'on peut proposer sur les fluides qui se meuvent dans des vases. 

Mais ces solutions, comme celles de Daniel Bernoulli, étaient appuyées 

sur deux suppositions qui ne sont pas vraies en général: 1° que les diffé- 

rentes tranches du fluide conservent exactement leur parallélisme, en sorte 

qu’une tranche prend toujours la place de celle qui la précède; 2° que la 

vitesse de chaque tranche ne varie point de direction, c’est-à-dire que tous 

les points d’une même tranche sont supposés avoir une vitesse égale et pa- 

rallele. Lorsque le fluide coule dans des vases ou tuyaux fort étroits, les 

suppositions dont il s’agit sont très-plausibles et paraissent confirmées par 

l'expérience; mais, hors de ce cas, elles s’éloignent de la vérité, et il n’y a 

plus alors d'autre moyen pour déterminer le mouvement du fluide, que 

d'examiner celui que chaque particule doit avoir. 

Clairaut avait donné, dans sa 7’héorie de la figure de la Terre, imprimée 

en 1743, les lois générales de l’équilibre des fluides, dont toutes les parti- 

cules sont animées par des forces quelconques ; il ne s'agissait que de passer 

de ces lois à celles de leur mouvement, par le moyen du principe auquel 

d'Alembert avait réduit, à cette même époque, toute la dynamique. Ce der- 

nier fit, quelques années après, ce pas important, à l’occasion du prix que 

l’Académie de Berlin proposa en 1750, sur la théorie de la résistance des 

fluides, et 1l donna le premier, en 1752, dans son Æssat d’une nouvelle 

Théorie sur la résistance des fluides, les équations rigoureuses du mouve- 

ment des fluides, soit incompressibles, soit compressibles et élastiques, équa- 
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tions qui appartiennent à la classe de cellés qu’on nomme & différences 

partielles, parce qu’elles sont entre les différentes parties des différences re- 

latives à plusieurs variables. Mais ces équations n'avaient pas encore toute 

la généralité et la simplicité dont elles étaient susceptibles (*)}. C’est à Euler 

qu'on doit les premières formules générales pour le mouvement des fluides, 

fondées sur les lois de leur équilibre, et présentées avec la notation simple 

et lumineuse des différences partielles. (7’oyez le volume de l’Académie de 

Berlin, pour l’année 1755.) Par cette découverte, toute la Mécanique des 

fluides fut réduite à un seul point d’analyse, et si les équations qui la ren- 

ferment étaient intégrables, on pourrait, dans tous les cas, déterminer com- 

plétement les circonstances du mouvement et de l’action d’un fluide mi par 

des forces quelconques ; malheureusement, elles sont si rebelles, qu’on n’a 

pu, jusqu’à présent, en venir à bout que dans des cas très-limités. 

C’est donc dans ces équations et dans leur intégration que consiste toute 

la théorie de l’'Hydrodynamique. D’Alembert employa d’abord pour les 

trouver une méthode un peu compliquée; il en donna ensuite une plus 

simple; mais cette méthode étant fondée sur les lois de l’équilibre particu- 

lières aux fluides, fait de l’'Hydrodynamique une science séparée de la Dyna- 

mique des corps solides. La réunion que nous avons faite, dans la F° partie 

de cet ouvrage, de toute les lois de l'équilibre des corps, tant solides que 

fluides dans une même formule, et l’application que nous venons de faire 

de cette formule aux lois du mouvement, nous conduisent naturellement à 

réunir de même la Dynamique et l’'Hydrodynamique comme des branches 

d’un principe unique, et comme des résultats d’une seule formule générale. 

C'est l’objet qui reste à remplir pour compléter notre travail sur la Méca- 

nique, et acquitter l’engagement pris dans le titre de cet ouvrage. 
ml, 

(*) Cette phrase et la suivante ne se trouvent pas dans la première édition ; le Mémoire d’Euler 

n'y est pas cité. (J. Bertrand.) 

Méc. anal. \]. 32 
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 ONZIÈME SECTION. 

DU MOUVEMENT DES FLUIDES INCOMPRESSIBLES. 

4. On pourrait déduire immédiatement les lois du mouvement de ces 

fluides de celles de leur équilibre, que nous avons trouvées dans la sect. VII 

de la F partie; car, par le principe général exposé dans la sect. IT, il ne faut 

qu’ajouter aux forces accélératrices actuelles les nouvelles forces accéléra- 

d’'x d'y d?z 

de? dé. dé’ 

Ainsi, comme dans les formules de l’art. 40 et suivants de la sect. VII 

2? s. 4.6 . , 
trices dirigées suivant les coordonnées rectangles x, y, z. 

eitée on a supposé toutes les forces accélératrices du fluide déjà réduites à 

trois, X, Ÿ, Z, dans la direction des coordonnées x, y, z, il n’y aura, pour 

appliquer ces formules au mouvement des fluides, qu’à y substituer 

2 2 dy DE d? x 
NX + Ye P72 

de? 

au lieu de X, Ÿ, Z. Mais nous croyons qu’il est plus conforme à l’objet de 

cet ouvrage d'appliquer directement aux fluides les équations générales 

données dans la sect. IV, pour le mouvement d’un système quelconque de 

corps. 

4 e , . L] e 

$ EL. — Équations générales pour le mouvement des fluides incompressibles. 

3. On peut considérer un fluide incompressible comme composé d’une 

infinité de particules qui se meuvent librement entre elles, sans changer de 

volume; ainsi la question rentre dans le cas de l’art. 17 de la section citée 

ci-dessus. | 

Soient done Dm la masse d’une particule ou élément quelconque du fluide, 

X, Ÿ, Z les forces accélératrices qui agissent sur cet élément, réduites, pour 

plus de simplicité, aux directions des coordonnées rectangles x, y, z, et 

tendantes à diminuer ces coordonnées, L — o l'équation de condition résul- 

tante de l’incompressibilité on de l’invariabilité du volume Dm, à une quan- 

tité indéterminée, et S une caractéristique intégrale correspondante à la 

caractéristique différentielle D et relative à toute la masse du fluide; on aura 
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pour le mouvement du fluide cette équation générale (sect. EV), 

. d? 2 1°? LA 

s (TE dE X } 3e + (7 ss Y }àr + (+ z) 3x | Dm + SL = 0. 

Il faut maintenant substituer dans cette équation les valeurs de Dyn et 

de ôL,, et, après avoir fait disparaître les différences des variations, s'il y en 
f y lé \ , e e . e , Ê , 

a, égaler séparément à zéro les coefficients des variations indéterminées 5x, 

ÔY, 03. 

Retenons la caractéristique D pour représenter les différences relatives à 

la situation instantanée des particules contiguëés, tandis que la caractéris- 

tique d se rapportera uniquement au changement de position de la même 

particule dans l’espace; il est clair qu’on peut représenter le volume de la 

particule Dm par le parallélipipède DxDyDz; ainsi, en nommant A la den- 

sité de cette particule, on aura 

Dm = ADxDyDz. 

De plus, il est visible que la condition de l’incompressibilité sera contenue 

dans l’équation 

DxDyDz — const.; 

de sorte qu on aura 

L = DxDyDz— const., 

et, par conséquent, 

SL — 5.(DxDyDz). 

Pour déterminer cette différentielle, il faut employer les mêmes considéra- 

tions que dans l’art. 11 de la sect. VIT de la F° partie; ainsi, en changeant 

d en D dans les formules de cet endroit, on aura 

Dèx Dèy  Dôz\ ÿ(DxDyDz) = Da Dy Da (DE + DA + 1 

Cette quantité étant multipliée par À, et intégrée relativement à toute la 

masse du fluide, on aura la valeur de SAÔL,, dans laquelle il faudra faire dis- 

paraître les doubles signes D3 par les mêmes procédés déjà employés dans 
| 32. 
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l'art. 17 de la section citée. On aura ainsi 

D À DA D À 
SAÔL = —S$ (5e Ôæ + Dy èy % De ÿz) DxDyDz 

+ S(N 8x" — N\5x") Dy Dz + S(W8y"— 57) DxDz 

+ S(A'0z"— n'ùz )DxDy. 

Faisant donc ces substitutions dans le premier membre de l'équation géné- 

rale, elle contiendra premièrement cette formule intégrale totale, 

dans laquelle il faudra faire séparément égaux à zéro les coefficients des 

variations x, dy, dz, ce qui donnera ces trois équations indéfinies pour tous 

les points de la masse fluide, 

] dy DA 

d? z D 

Ïl restera ensuite à faire disparaître les intégrales partielles 

S(x/ dx" — x'Sx')Dy Dz 

+ S(X" dy" — x") DxDz + S(x” 87" — 187’) Dr Dr, 

lesquelles ne se rapportent qu’à la surface extérieure du fluide; et l’on er 

conclura, comme dans l’art. 48 de la sect. VIT citée, que la valeur de à devra 

étre nulle pour tous les points de la surface où le fluide est libre ; on prou- 

vera de plus, comme dans l’art. 54 de la même section, que, relativement 

aux endroits où le fluide sera contenu par des parois fixes, les termes des 

intégrales précédentes se détruiront mutuellement, en sorte qu’il n’en résul- 
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tera aucune équation; et, en général, on démontrera, par un raisonnement 

semblable à celui des art. 32, 38, 39, que la quantité à, rapportée à la sur- 

face du fluide, y exprimera la pression que le fluide y exerce, et qui, lors- 

qu'elle n’est pas nulle, doit être contre-balancée par la résistance ou l’action 

des parois. | 

3. Les équations qu'on vient de trouver renferment donc les lois géné- 

rales du mouvement des fluides incompressibles ; mais il y faut joindre encore 

l'équation même qui résulte de la condition de l’incompressibilité du volume 

DxDyDz, pendant que le fluide se meut: cette équation sera donc repré- 

sentée par d.(DxDyDz) — o, de sorte qu’en changeant d'en d dans l’ex- 

pression de .(Dx Dy Dz) trouvée ci-dessus, et égalant à zéro, on aura 

(B} Da me 

Gette équation, combinée avec les trois équations (A) de l’article précédent, 

servira donc à déterminer les quatre inconnues #, y, z et A. 

4. Pour avoir une idée nette de la nature de ces équations, il faut consi- 

dérer que les variables #, y, z qui déterminent la position d’une particule 

dans un instant quelconque, doivent appartenir à la fois à toutes les parti- 

cules dont la masse fluide est composée ; elles doivent donc être des fonctions 

du temps é, et des valeurs que ces mêmes variables ont eues au commence- 

ment du mouvement, ou dans un autre instant donné. Nommant donc a, b, c 

les valeurs de +, y, z, lorsque t égale zéro, 1l faudra que les valeurs complètes 

de x, y, z soient des fonctions de a, b, c, t. De cette manière, les différences 

marquées par la caractéristique D se rapporteront uniquement à la varia- 

bilité de a, b, c; et les différences marquées par l’autre caractéristique d 

se rapporteront simplement à la variabilité de £. Mais comme, dans les équa- 

tions trouvées, il y a des différences relatives aux variables mêmes #, y, 2, il 

faudra réduire celles-ci aux différences relatives à a, b, c, ce qui est toujours 

possible; car on n’a qu’à concevoir qu'on ait substitué dans les fonctions, 

avant la différentiation, les valeurs mêmes de +, y, z en a, b, c. 

5. En regardant donc les variables x, y, z comme des fonctions de a, b, 
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c, t, et représentant les différentielles selon la notation ordmaire des diffé- 

rences partielles, on aura 

dx | dx dx 

__ dy dy dy 

| dz dz dz 
D z = 7 da + = db + 7 de : 

et regardant en même temps la fonction À comme une fonction de x, y, z, et 

comme une fonction de a, b, c, on aura 

D 
p; Dz 

D | DA 

dÀ dÀ dÀ 
= + da + 2e db + 7 de; 

ces deux expressions de DA devant être identiques, si l’on substitue dans 

la première les valeurs de Dx, Dy, Dz en da, db, de, il faudra que les 

coefficients de da, db, de soient les mêmes de part et d'autre, ce qui four- 
DA DA 

nira trois équations qui serviront à déterminer les valeurs de Dx’ Dy' 

dÀ dÀ dÀ : A SE - 

ni en —; —: ——; ce sera la même chose si l’on substitue dans la seconde 
Dz da’ db dc 

expression de Da les valeurs de da, db, de en Dx, Dy, Dz tirées des 

expressions de ces dernières quantités ; alors la comparaison des termes 
/ » DA 

affectés de Dx, Dy, Dz donnera immédiatement les valeurs de : => etc. 

Or, par les règles ordinaires de l’élimmation, on a 

re aæDx + eu us a De 

Ab EDx + £'Dy +6'Dz 
= ———— ; 

/ # 

es bee ne Dz 
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dz dy dz 

de de db’ 

dz dx dz 

db db dc’ 

dy | dx dy 

de dc db’ 

dz dy dz 

da da de’ 

dz dx dz 

de dc da’ 

dy dx dy 

da da de’ 

— LA DYNAMIQUE. 

ant Ce et OR te me 

db da dc 

dx dy dz 

mt CS mnt Ed PSE ne 

da de db 

Faisant donc ces substitutions dans l'expression 

dÀ dÀ. dÀ 
7e de; 

et comparant ensuite avec l'expression identique 

O1 aura 

DÀ | 

Dre, 

DA a dÀ 

De Ada te 

D _ a! dÀ 

Dy 0 da 

DA a" d} 

Dy à da 

Ainsi, substituant ces valeurs dans les trois équations (À) de l’art. 2, elles 

deviendront de cette forme, après avoir multiplié par #, 

d°x À dÀ dÀ dÀ us Fe NS DS URET, Tee 
Le ( dÛ +X) # a F db de 

_. | dy | , dà , dÀ , dy 
(G) | (SE +X)— 2 da À db de 

d?z H dÀ 7 dÀ 1 d? 
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où il n'y a, comme l’on voit, que des différences partielles relatives à a. 

Dons tx | 

Dans ces équations, la quantité A, qui exprime la densité, est une fonc- 

tion donnée de a, b, c sans t, puisqu'elle doit demeurer invariable pour 

chaque particule; et s1 le fluide est homogène, A sera alors une constante 

indépendante de a, b, c, t. Quant aux quantités X, Y, Z qui représentent 

les forces accélératrices, elles seront le plus souvent données en fonctions de 

L, V2, t 

6. Mais on peut réduire les équations précédentes à une forme plus simple, 

en ajoutant ensemble, après les avoir multipliées respectivement et successi- 
dy. dz dx. dy ds dx dy dz Nues 

> n° da” PA po? Jp? Jp Et Par Ts =) =; Car, d’après les 

expressions de 0, &, B, y, «', B", etc., données ci-dessus, 1l est aisé de voir 

de 
vement par 7 

qu'on aura 

ea dx ! dy H dz 5: dx / dy H - 

D Do de Fer Pi 

___. dx y dy n dz. 

ensuite, 

dx 21 dy » 2 Re , dy nr dz 

a bide dm 0 Val de. 

et ainsi de suite. De sorte que PRES ces opérations et ces réductions, on 

d?z 7 dz dx 

PIRE AT Hal de 

d°x dx dy dy d°?z dz A 

je (a A x) 2 (2 +Y)$+ (T hi L)%|- db 
| dx dx . {[d°y {d'z . y\dzl di 
Ta[(gr + Ee (O NE (DE 2) Do 
(*) On aurait pu parvenir directement à ces dernières équations, en intro- 

aura les transformées 

| d? x dx dy dy 

duisant dans les formules de l’art. 2, au lieu des variations dx, dy, 8z, celles 

des coordonnées de l’état initial Sa, db, 8c; car, en regardant x,y, z comme 
ro 

(*) Cette fin de l’art. 6 ne se trouve pas dans la première édition.  (J. Bertrand.) 
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fonctions de «a, b, c, on aura 

& dx dx dx 
dx — 7 da + 7 OÙ + 06 

| . dy dy dy 
y = 04 + ST db + + êc, 

dz dz dz | 
Ôz == 7 0a + 7 OÙ +700. 

On fera ces substitutions dans la formule (a) de l’art. 2, et l’on égalera à 

zéro les quantités multipliées par da, 8b, Ôc, en observant que À étant fonc- 

tion de x, y, z, on à, par rapport ad, b,C, 

dh _ DX dx  Dà dà Dà ds 
da — Dax da T Dy da | Dz de’. 

d DA dx D} dy , D} dz 
db — Dx db ‘ Dy db ‘ Dz db 

dh DA dx DA dy D dz 

de — Dx de * Dy de * Dz de 

On aura tout de suite les équations dont il s’agit, lesquelles, dans le cas où 

X dx + Ÿ dy + Ldz est une différentielle complète représentée par dV, 

peuvent se mettre sous cette forme plus simple, 

À (LE dx dy dy d°?z dz a.) d À 

AI FN ee des Code da À A do da 

de db ds db 7 de db | 4 
A d'x dx dy dy d°?z dz dV dÀ ERA 

RS 15 Es 0, 

L°% dx d°y dy d°z dz dV dA 

CF Por Lars à 
7. On transformera, d’une manière semblable, l'équation (B) de l’art. 3, 

et pour cela, comme d’après la remarque de l'art. #, les différentielles dx, 

dy, dz ne sont relatives qu'à la variable +; on les réduira d’abord aux diffé- 
° d, d dz 97 Û ° , : 

rences partielles _ dt, _. de, dt; en sorte que l’équation dont il s’agit 

étant divisée par dt, sera de la forme 

dx dy dz 

NE Te 
Dx Dy Dz 

Méc. anal, A. 33 
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D 
-; éC., on Or, par les formes trouvées ci-dessus pour les valéurs de =; — 

Dx Dy 
Tr dx d Lee : 

aura pareillement, en substituant _. _ étc., à la place de à, 

__ dx dx dx . dx 
D.— : de B dr ee 
NS PR EE DA a 

Dx 0 da 10 db F de ” 

et, comme dans le second membre de cette équation, la quantité x est re- 

gardée Comme une fonction de @, b,c,t, on aura 

dx 

d. dt __ dx 

da  dadt 

et ainsi des autres différences partielles de x; de sorte qu'on aura sim- 

plement 

D. % | 
HA PAR Ps ee 
Dx 0 dadt ° 0 dbdt 0 dcdt 

ng nt 
On trouvera des expressions semblables pour les valeurs dé — et _ ; 

| V )z 

et il n’y aura pour cela qu’à changer, dans la formule précédente, x en 

Yet. 

Faisant donc ces substitutions dans l'équation ci-dessus, elle deviendra, 

après y avoir effacé le dénominateur commun 6, 

d? x ; dx d?x 

“ PT dd 7 Ÿ do 

rs dY pr ÀY , dy RE san Cd a 

/ d?z Eds # d°? z 

a CP bar à D de 0 

Le premier membre de cette équation n’est autre chose que la valeur de ” 

comme on peut s’en assurer par la différentiation actuelle de l'expression 

de 4 (art. 5). 
ni em iZ : d0 MN 

Ainsi l'équation devient — — o, dont l'intégrale est 0 — fonct. (&, b, c). 
; dt ? Ô : ? 
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Supposons dans cette équation, £— o, et soit K ce que devient alors la 
quantité 4, on aura K — fonct. (a, b, c); par conséquent, l'équation 

sera 0 = K. 

Or nous avons supposé que lorsque { — 0, on a 

L' — UC, Ÿ — b, z —=C;, 

donc on aura aussi alors 

dx de dx De dy 
da — ? db: "7 de da à be 

dy dz Dés dz 

SE 

Ces valeurs étant substituées dans l'expression de 9 (art. 5), on a8— 1; 

donc K — 1. 

Donc, remettant pour 8 sa valeur dans l'équation dont il s’agit, elle sera 

de la forme 

dx dy dz dx dy dz  dz dy dz 

| | da d6 de db da de ‘ db dc da 

(E) dx dy dz | dx dy dz dx dy dz aie 

le: bia dé da dé da de db 

Cette équation, combinée avec les trois équations (C) ou (D) des art. 5,6, 

servira donc à déterminer les valeurs de à, x, y,z en fonctions de a, b, €, t. 

Cette équation peut aussi se trouver d’une manière plus simple, sans 

passer par l'équation différentielle (B) de l’art. 3. En effet, l'équation (B) 

exprime seulement que la variation du volume Dx Dy Dz de la particule Dr 

est nulle, tandis que le temps t varie; de sorte que la valeur de Dx, Dy, Dz 

doit être constante et égale à la valeur primitive dadbde. Or, nous avons 

donné dans l’art. 5 les expressions de Dx, Dy, Dz en da, db, dc; mais il 

faut remarquer que dans la formule Dx DyDz, la différence Dz doit être 

prise en y regardant x et y comme constantes ; que, de même, la différence 

Dy doit être prise en regardant x et z comme constantes; et qu’enfin la 

différence Dx suppose y et z constantes, ce qui est évident en considérant 

le parallélipipède rectangle représenté par Dx Dy Dz. 

Supposons done d’abord x et y constantes, et, par conséquent, Dx et Dy 

| 34: 
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nuls, on aura les deux équations 

dx dx dx 
Ta da + 75 db —- 7 de =. GO: 

dy dy dy 3, 

d'ou l’on tire 

dx dy dx dy 
Dee de dc db de. 

nee mnt Ames nee CRE 

he ns ont mes  —— 

da db da db 

ces valeurs, substituées dans l'expression de Dz, donneront 

dz {dx dy dx dy\  dz/dx dy dx dy dz {dx dy dy dx\ 

_ da\ db de de db db\ de da da de] ‘ de | da db da B) : 
Dz— — - ——"— —— dc. dx dy dy dx 

da db da db 

Pour avoir de mème la valeur de Dy, on supposera Dx — o et Di: —o, 

ce qui donne 

dx AL de 
de — 0 et 7. da + 7 db — 0; 

{ 

d'ou l’on tire 

| dx 

da = = — db, 
4x 

et cette valeur, ainsi que celle de de — 0, étant substituées dans l'expression 

de Dy, donneront 

dx dy dx dy 

da db db da 
dx 

Dy — db. 

da 

Enfin, pour avoir la valeur de Dx, on fera Dy —o, Dz—o, ce qui 
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donne 

db = O, dc = O, 

et, par conséquent, 
+ 2 

Dr — 7. da. 

Multipliant ensemble ces valeurs de Dx, Dy, Dz, on aura 

dE de da da dc de da\ db d de db 
: dadbdc. 

ee . (Z dy dy 7) 

dc 
a en mt nn ms 

| dz ( dy dx a) dz (F dy dx dy | 

| 
da db da db 

Faisant donc DxDyDz — dadbdc, on aura tout de suite l'équation (E). 

Îl est bon de remarquer que cette valeur de DxDyDz est celle qu'on doit 

employer dans les intégrales triples relatives à x, y, z, lorsqu'on veut y 

substituer, à la place des variables x, y, z, des fonctions données d’autres 

variables &, b, c. 

8. Comme les équations dont il s’agit sont à différences partielles, l’inté- 

gration y introduira nécessairement différentes fonctions arbitraires; et la 

détermination de ces fonctions devra se déduire en partie de l’état initial du 

fluide, lequel doit être supposé donné, et en partie de la considération de la 

surface extérieure du fluide, qui est aussi donnée si le fluide est renfermé 

dans un vase, et qui doit être représentée par l'équation À — 0, lorsque fe 

fluide est libre (art. 2). 

En effet, dans le premier cas, si l’on représente par À — o l'équation des 

parois du vase, À étant une fonction donnée des coordonnées x, y, z de ces 

parois, et du temps £ si les parois sont mobiles, ou d’une forme variable, en 

y mettant pour ces variables leurs valeurs en @, b, c, t, on aura une équa- 

tion entre les coordonnées imitiales &, bd, c et le temps t, laquelle représer- 

tera par conséquent la surface que formaient dans l’état. initial les mêmes 

particules qui, après le temps £, forment la surface représentée par l’équa- 

tion donnée À — 0. Si donc on veut que les mêmes particules qui sont une 

fois à la surface y demeurent toujours et ne se meuvent que le long de cette 

surface, condition qui paraît nécessaire pour que le fluide ne se divise pas, 

et qui est recue généralement dans la théorie des fluides, il faudra que lé 
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quation dont il s’agit ne contienne point le temps {; par conséquent, la 

fonction À de x, y, z devra être telle, que £ y disparaisse après la substi- 

tution des valeurs de x, y, z en a, b,c,t. 

Par la même raison, équation à — o de la surface libre ne devra point 

contenir #; ainsi la valeur de À devra être une simple fonction de a, b, c, 

sans é. | 

Au reste, 1l y a des cas dans le mouvement d’un fluide qui s'écoule d’un 

vase où la condition dont il s’agit ne doit pas avoir lieu; alors les détermi- 

nations qui résultent de cette condition ne sont plus nécessaires. 

9. Telles sont les équations par lesquelles on peut déterminer directe- 

ment le mouvement d’un fluide quelconque incompressible. Mais ces équa- 

tions sont sous une forme un peu compliquée, et il est possible de les réduire 

à une plus simple, en prenant pour inconnues, à la place des coordonnées x, 
dx dy dz | / 

y, z les vitesses er dans la direction des coordonnées, et en regar- 

dant ces vitesses comme des fonctions de x, y, 2, t. 

En effet, d’un côté il est clair que, puisque x, y, z sont fonctions de &, 6, 
| “7 dx d dz An ‘ < . 

c,t, les quantités Pr — > 7 Seront aussi fonctions des mêmes variables à, 

b, c, t; done, si l’on conçoit qu’on substitue dans ces fonctions les valeurs 

dx 
de a, b, c en x, y, z tirées de celles de x, y, z en «a, b, c, on aura Te? 

ce ee exprimées en fonctions de x, y, z et é. 

_ D'un autre côté, il est clair que, pour la connaissance actuelle du mouve- 

ment du fluide, il suffit de connaître à chaque instant le mouvement d’une 

particule quelconque qui occupe un lieu donné dans l'espace, sans qu’il soit 

nécessaire de savoir les états précédents de cette particule; par conséquent, 

| dx dy dz 

dt” dt” dt 

D'ailleurs, ces valeurs étant connues, si on les nomme p, g, r, on aura les 

il suffit d’avoir les valeurs des vitesses en fonctions de x ms. 
9 y ? 

équations 
dx = pdt, dy —=qdt,  dz— rdt, 

entre æ, Y, z, t, lesquelles étant ensuite intégrées, de manière que x, y, z 

deviennent «&, b, €, lorsque t — 0, donneront les valeurs mêmes de x, y, z 

en &, b,C, t. 
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Au reste, si l’on chasse dt de ces équations différentielles, on aura ces 

deux-c1, 
_pdy = dx, pdz = rdx, 

lesquelles expriment la nature des différentes courbes dans lesquelles tout le 

fluide se meut à chaque instant, courbes qui changent de place et de forme 

d'un instant à l’autre. 

10. Reprenons donc les équations fondamentales (A) et (B) des art. 9 

-_æ : dx dy dz D es et 3, et introduisons-y les variables p = =; q — =; r — 7, regardées 

comme des fonctions de x, y, z, £. 

…, d'x d'y d’z 
IT est clair que les quantités Het at Ja. 

dx dy dz 
d. dt d. dt Û dt 

| dt? dt 7 dd 

fonctions de a, b, ©, t. 

peuvent être mises sous la 

dx dy dz Ü] \ ° ÿ 

| où les quantités — = sont censées des forme q TE, C 

| pass | dx 
En les regardant donc comme telles, on aura, pour la différence de — ; 

dt 

Fi ee PR ee 
dt dt dt d dt db dt F, 

& er NOIR CE So 

et ainsi des autres; mais en les regardant comme fonctions de x, y, z,t, et 

les désignant par p, q, r, leurs différences — seront 

P de + 2 = dx he ce ui pe + Az, 

et ainsi des autres différences ; donc, si dans ces dernières expressions on met 

_pour dx, dy, dz leurs valeurs en a, b, c, t, il faudra qu’elles deviennent 

identiques avec les premières; mais « étant regardé comme fonction de 4, 

b,c,t,on a | 

de = € dt + du + À db À Z de, 

dx _ | | \ , , LR et 3 
où + est évidemment — p, en supposant qu’on mette dans p les valeurs de 

t,Y,2ena,b,0C,t. 

Ainsi on aura 

de = pdt + . 
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et, de même, 

dy … dz 
dy =qdi+#da+...,  dz=rdi+ da +. 

Substituant ces valeurs dans l'expression de la différence complète de 

d y 
—…. les termes affectés de dt seront 

dp dp dp 

(Z RÉRREIFE r) de, 

| _ 

RS devant être identiques avec le terme correspondant — E dé, ou 

d° x dp dp dp. 

He de +pT+a+re 

et l’on trouvera de la même manière 

dy __ dg aq 

É = + pl da tr 

d°?z dr dr dr dr 
ee ue Com à Las Tue 

On fera donc ces substitutions dans les équations (A); et comme dans ces 

DA DA À / EN 4 | S Dz’ Dy’ D; leprésentent des différences par- 

telles de à, relativement à TX, ÿ, 2, En SUpposant { constant, on y DA ra 

changer la caractéristique D en d. 

ménes équations les termes 

On aura ainsi les transformées 

dp dp dp À 

(TP +pE+gE+rE+x)— A 
dq r dh 

(F) CEE 1+Y)- do 
A dr cr dr _i- 

h Paz HIT +R + ne 

À l'égard de l'équation (B) de l’art. 3, dans laquelle les différences mar- 

quées par d sont relatives à £, et celles qui sont marquées par D sont rela- 
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tives à æ, Y, z, 1l n’y aura qu’à y mettre à la place de dx, dy, dz leurs valeurs 

pdt, gdt, rdt, et changeant la caractéristique D en d, puisque la caractéris- 

tique est indifférente dans les différences partielles, on aura sur-le-champ, à 

cause de dé constant, 

(G) PSP dx dy dz 

On voit que ces équations sont beaucoup plus simples que les équations (C) 

ou (D) et (E) auxquelles elles répondent, ainsi il convient de les employer 

de préférence dans la théorie des fluides. 

Ces quatre équations (F) et (G) donneront p, g, r et À en fonctions de x, 

y, z et de #, regardé comme constante dans leur intégration. Et si l’on vou- 

lait ensuite avoir les valeurs de x, Y, z en fonctions de £ et des coordonnées 

primitives @, b, c, comme dans la première solution, il n’y aurait qu'à inté- 

grer les équations 

dx = pdt, dy—qdt, dz—rdt, 

en y introduisant comme constantes arbitraires les valeurs initiales a, b, € 

de x, y, z. 

14. Dans les fluides homogènes et de densité uniforme, la quantité A qui 

exprime la densité est tout à fait constante; c'est le cas le plus ordinaire, et 

le seul que nous examinerons dans la suite. 

Mais, dans les fluides hétérogènes, cette quantité doit être une fonction 

constante relativement au temps £ pour la même particule, mais variable 

d’une particule à l’autre, selon une loi donnée. Ainsi en considérant le fluide 

dans l’état initial, où les coordonnées x, y, z sont a, b, c, la quantité A sera 

une fonction donnée et connue de a, b, c; donc, si l’on regarde À comme 

fonction de x, y, z et t, il faudra qu’en y substituant les valeurs de x, y, z 

en fonctions de à, b, c et t la variable £ disparaisse, et, par conséquent, que 

la différentielle de À par rapport à £ soit nulle. On aura donc, à cause de x, 

y, 2 fonctions de #, l’équation 

dA | dA dx. dA dy _dA dz 
a Ta qi du 

ie L dx dy dz 
où il faudra mettre pou RS 

Mec. anal. II, 34 

leurs valeurs p, q,r. 
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Ainsi on aura l'équation 

dei lp oide 

qui servira à déterminer l’inconnue A dans les équations (F), parce que 

dans ces équations on doit traiter A comme une fonction de x, y, 2. | 

À cet égard, elles sont moins avantageuses que les équations (G) ou (D), 

dans lesquelles on peut regarder A comme une fonction connue de &, b, €. 

42. Ce que nous venons de dire relativement à la fonction A, il faudra 

l’appliquer aussi à la fonction À, en tant que À — o est l'équation des parois 

du vase, et qu’on suppose que le fluide contigu aux parois ne peut se mou- 

voir qu’en coulant le long de ces parois, de manière que les mêmes particules 

restent toujours à la surface ; car cette condition demande, comme on l'a vu 

dans l’art. 8, que A devienne une fonction de a, b, c sans {; de sorte qu'en 

regardant cette quantité comme une fonction de æ, y, z, {, On aura aussi 

l'équation 

fl | d'A æ Sn NA nn 

(li) ATP TT de: d'z 

Pour les parties de la surface où le fluide sera libre, on aura l'équation 

A — 0 (art. 2); il faudra, par conséquent, pour satisfaire à la même condi- 

tion, relativement à cette surface, que lon ait aussi 

a À d À À LR 
(K) ee ai VU d pe 0 

ü dx d Y 

43. Voilà les formules les plus générales et les plus simples pour la déter- 

mination rigoureuse du mouvement des fluides. La difficulté ne consiste plus 

que dans leur intégration ; mais elle est si grande, que jusqu’à présent on a 

été obligé de se contenter, même dans les problèmes les plus simples, de 

méthodes particulières et fondées sur des hypothèses plus ou moins limitées. 

Pour diminuer autant qu’il est possible cette difficulté, nous allons examiner 

comment et dans quels cas ces formules peuvent encore être simplifiées ; 

nous en ferons ensuite l'application à quelques questions sur le mouvement. 

des fluides dans des vases ou des canaux. 

#4. Rien n'est d'abord plus facile que de satisfaire à l’équation (G) de 
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l'art. 10; car, en faisant 

_du dB 
PT 17% 

elle devient 
d°a dE 

dudz | dydz +? Z = 0 

laquelle est intégrable relativement à z, et donne 

dax dé. 

dx dy è 

il n’est point nécessaire d'ajouter ici une fonction arbitraire, à cause des 

quantités Imdéterminées « et bz 

_ Ainsi l'équation dont il s’agit sera satisfaite par ces valeurs 

da dB da  df 

lesquelles étant ensuite substituées dans les trois équations (F) du mème 

article, 11 n'y aura plus que trois inconnues, «x, f et A; et même il sera très- 

facile d'éliminer À par des différentiations partielles. De sorte que, de cette 

manière, si la densité À est constante, le problème se trouvera réduit à deux 

équations uniques entre les mconnues « et B, et si la densité À est variable, 

il y faudra Joindre l'équation (H) de l’art. 44. Mais l'intégration de ces équa- 

tions surpasse les forces de l'analyse connue. 

45. Voyons donc si les équations (F), considérées en elles-mêmes, ne 

sont pas susceptibles de quelque simplification. | 

En ne considérant dans la fonction À que la variabilité de x, y, 3, ona 

di 

d . dÀ dàÀ re / 
Donc, substituant pour —, —— leurs valeurs tirées de ces équations, dx’ D dz 

on aura | 

_ dp dp dp 
dn= (À +pE+IS +r2+Xx)adr 

d 
(a +ra+s3 Lu + Y)adr 

dx 

dr dr 
+(T+r +4$ +rT+ Z)ade 

34. 
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Le premier membre de cette équation étant une différentielle complète, 

il faudra que le second en soit une aussi, relativement à æ, y, z; et la valeur 

de À qu’on en tirera satisfera à la fois aux équations (F). 

Supposons maintenant que le fluide soit homogène, en sorte que la den- 

sité A soit constante ; et faisons-la, pour plus de simplicité, égale à l'unité. 

Supposons, de plus, que les forces accélératrices X, Y, Z soient telles, que 

la quantité X dx + Y dy + Zdz soit une différentielle complète. Cette con- 

dition est celle qui est nécessaire pour que le fluide puisse être en équilibre 

par ces mêmes forces, comme on l’a vu dans l’art. 49 de la sect. VIT de la 

F® partie. Elle a d’ailleurs toujours lieu, lorsque ces forces viennent d’une 

ou de plusieurs attractions proportionnelles à des fonctions quelconques des 

distances aux centres, ce qui est le cas de la nature, puisqu’en nommant les 

attractions P, Q, R, etc., et les distances p, g, r, etc., on a, en général 

(T° partie, sect. V , art. 7), 

X dx + Y dy + Zdz = Pdp + Qdq +R dr +... 

Faisant donc 

A == 1. | 

et 

kdo NV Eds = Pan OM ER dE ere dN, 

l'équation précédente deviendra 

dp dp dp .dp | 
(LÉ ++ +re dx, 

dq dq dq dq 

/ dr dr dr : dr Mia 
En a ae at T ) dz; 

et il faudra que le second membre de cette équation soit une différentielle 

complète, puisque le premier en est une. Cette équation équivaudra aussi 

aux équations (F) de l’art. 40. 
p°+ q° + r° 

2 
Or, en considérant la différentielle de ; prise relativement à x, 

Y, 4, 1 n'est pas difficile de voir qu’on peut donner au second membre de 



SECONDE PARTIE. — LA OYNAMIQUE. 26g 
> 7 | . . , , | 

l'équation dont il s’agit, cette forme, 

d.(p°+g'+r) , dp 
; + L de + dy + Fdr 

do  dg du cn 
+ (FE — 2) (gdx — pdy) + (2-2) (rdx — pdz) 

Tr 

de (2 “ &) (rdy — q di); 

et l’on voit d’abord que cette quantité sera une différentielle complète, toutes 

les fois que p dx + qdy + r dz le sera elle-même ; car alors sa différentielle 
à | . dp dq dr $ . 

par rapport à £, savoir, — dx +- HU + dz, le sera aussi, et, de plus, 

les conditions connues de l’intégrabilité donneront 

Pi, gd 
dy das ut dz dx  ? dz dy 

D'ou il suit qu'on pourra satisfaire à l'équation (L) par la simple suppo- 

sition que pdx + qdy + rdz soit une différentielle complète; et le calcul du 

mouvement du fluide sera par là beaucoup simplifié. Mais, comme ce n’est 

qu'une supposition particuhère, 1l importe d'examiner, avant tout, dans 

quels cas elle peut et doit avoir lieu. 

16. Soit, pour abréger, 

| dp dr dq dr 
#— dj dx’ LR ne ae Yi 

il ne s’agira que de rendre une différentielle exacte la quantité (*) 

2 ds + 4 ? dy + 7 de 

+ a (gdx 0 + B(rdx — pds) + y(rdy — qdz). 
En regardant p, g, r comme des fonctions de t, on peut supposer 

p = = pl+p den. EEE 

ÿ = q' pe q Tt+ gt “e qi + mens 

po te RUE PORT ep ee 
nes mt 

(*) Il semble qu’il faudrait plutôt : il faut, en vertu de l’équation (L), que la quantité suivante soit 

une différentielle exacte. (J. Bertrand.) 
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les quantités p', p”, p", ete., q', &", a”, ete., r',r",r", ete., étant des 

fonctions de x, y, z sans f. 

Ces valeurs étant substituées dans les trois quantités «, B, 7, elles 

deviendront 
(//4 Hat + ..., 

B— B'+ B'E+ BE EVE + ..., 

== He at + œ 

[//4 y=Y +y t+7y A + NÉS + Las 

en supposant 

MO SO enr ani 
dy dx ” 7 dy dx | 

pdd, gra dt, 
dz dx ” P dz dx * 

| dq' dr! ”. dg” dr! 

Aïnsi la quantité 

d dr 
LE dx —- I dy + + dz + a(qgdx — pdy) +B(r dx — pdz) + y(r dy —q da) 

deviendra, après ces différentes substitutions, et en ordonnant les termes 

par rapport aux puissances de #, 

p'dx + q"dy + r' de + a" (qg’dx — p'dy) 

+ B'(r" dx — p° dz) + y'(r'dy — q'dz) 

2 (p°" dx + q" dy + r° dz) + a" (q" dx — p"dy) 

+ t | + 8'(r" dx — p'dz) + y'(r" dy — q" dz) + «"(g'dx — p' dy) | 

+ 8"(r'dx — p'dz) + y"(r'dy — g'ds 

8 (p" dx + q"dy + r° dz) + «(dx — p"dy) 
pds — pds) y (r dy — qMde) + a (g'de — p'ép) | RE | | 7. g" (r' dx — p" da) + y" (r! dy _ q" dx) ce 2e (g'dx = dy) | 

LR g (r' dx — p' ds) ss y" (r' dy = q'dz) | 

et comme cette quantité doit étre une différentielle exacte, indépendam- 
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ment de la valeur de t, il faudra que les quantités qui multiplient chaque 

puissance de é, soient chacune en particulier une différentielle exacte. 

Cela posé, supposons que p'dx + q'dy + r'dz soit une différentielle 

exacte, on aura, par les théorèmes connus, 

dp' _ dg' dp" + dr! dg" dr! 

dy dx j dz dx dz dy? 

done, _— 
/ / ; 

Dr EE O, B = O, V — O; 

donc la première quantité, qui doit être une différentielle exacte, se réduira 

à p" dx + q"dy + r”dz; et l’on aura, par conséquent, ces équations de 

condition 
Hs | 

x” —- GO, B —0o, Y = CC): 

Alors la seconde quantité, qui doit étre une différentielle exacte, 

deviendra 2 (p” dx + q" dy + r"dz); et il résultera de là les nouvelles 

équations | 
pile o, g" — 0, y"— 0. 

De sorte que la troisième quantité, qui doit être une différentielle exacte, 

sera 3 (p" dx + q" dy + r"dz); d'où l’on tirera pareillement les équations 

1V 
— ©, Une. ion, 5 

et ainsi de suite. Donc, si p'dx + q'dy + r'dz est une différentielle exacte, 

il faudra que 

D dx se q" dy = r'dz, p" dx e q" dy Le r'"dz. 

p" dx de q" dy ne raz, Tr 
| 

soient aussi chacune en particulier des différentielles exactes. Par consé- 

quent, la quantité entière pdx + qdy + rdz sera dans ce cas une différen- 

tielle exacte, le temps £ étant supposé fort petit. 

#7. Il s'ensuit de là que si la quantité pdx + qdy + r dx est une diffé- 

rentielle exacte lorsque { — 0, elle devra l'être aussi lorsque £ aura une va- 

leur quelconque; donc, en général, comme l’origime des # est arbitraire, et 

qu’on peut prendre également £ positif ou négatif, 1l s'ensuit que si la quan- 

tité pdx + qdy + rdz est une différentielle exacte dans un instant quel- 
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conque, elle devra l'être pour tous les autres instants. Par conséquent, s’il 

y a un seul instant dans lequel elle ne soit pas une différentielle exacte, elle 

ne pourra jamais l’être pendant tout le mouvement; car si elle l’était dans 

un autre instant quelconque, elle devrait l’être aussi dans le premier. 

18. Lorsque le mouvement commence du repos, on a alors P—0,gq—=0, 

r — 0, lorsque { —0o; donc pdx + qdy + rdz sera intégrable pour ce 

moment, et, par conséquent, devra l’être toujours pendant toute la durée 

du mouvement. 

Mais s’il y a des vitesses imprimées au fluide, au commencement, tout 

dépend de la nature de ces vitesses, selon qu’elles seront telles, que 

pdx + qdy + rdz 

soit une quantité intégrable ou non; dans le premier cas, la quantité 

pdx + qdy + rdz 

sera toujours intégrable ; dans le second, elle ne le sera jamais. 

Lorsque les vitesses initiales sont produites par une impulsion quelconque 

sur la surface du fluide, comme par l’action d’un piston, on peut démontrer 

que pdx + qdy + rdz doit être intégrable dans le premier instant. Car il 

faut que les vitesses p, g, r, que chaque point du fluide reçoit en vertu de 

l'impulsion donnée à la surface, soient telles, que si l’on détruisait ces vitesses, 

en imprimant en même temps à chaque point du fluide des vitesses égales et 

en sens contraire, toute la masse du fluide demeurât en repos où en équi- 

libre. Donc il faudra qu’il y ait équilibre dans cette masse, en vertu de l’im- 

pulsion appliquée à la surface, et des vitesses ou forces — p, — q, —r, 

appliquées à chacun des points de son intérieur ; par conséquent, d’après la 

loi générale de l'équilibre des fluides (F° partie, sect. VIT, art. 19), les 

quantités p, g, r devront être telles, que pdx + qdy + rdz soit une diffé- 

rentielle exacte. Ainsi, dans ce cas, la même quantité devra toujours être une 

différentielle exacte dans chaque instant du mouvement. 

19. On pourrait peut-être douter s’il y a des mouvements possibles dans 

un fluide, pour lesquels pdx + qdy + rdz ne soit pas une différentielle 

exacte. 
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Pour lever ce doute par un exemple très-simple, il n’y a qu’à considérer 

le cas où l’on aurait 

Parole rs Er, NÉE; 

g étant une constante quelconque. On voit d’abord que, dans ce cas, 

pdx + qdy + rdz ne sera pas une différentielle complète, puisqu'elle de- 

vient g (ydx — xdy), qui n’est pas intégrable; cependant l'équation (L) 

de l’art. 45 sera intégrable d’elle-même, car on aura 

dp dq 
dy ee: S 9 dx EE S ? 

et toutes les autres différences partielles de p et g seront nulles; de sorte 

que l'équation dont il s’agit | 

da — AN = — g°(xdx + ydy), 

dont l'intégrale donne 

r 2 9 

a V — L (x° + y°) + fonct. £, 

valeur qui satisfera donc aux trois équations (F) de l’art. 40. 

A l'égard de l'équation (G) du même article, elle aura lieu aussi, puisque 

les valeurs supposées donnent 

Au reste, il est visible que ces valeurs de p, q, r représentent le mouve- 

ment d’un fluide qui tourne autour de l'axe fixe des coordonnées z, avec 

une vitesse angulaire constante et égale à g'; et l’on sait qu’un pareil mou- 

vement peut toujours avoir lieu dans un fluide. 

On peut conclure de là que dans le calcul des oscillations de la mer, en 

vertu de l'attraction du soleil et de la lune, on ne peut pas supposer que la 

quantité pdx + qdy + r dz soit intégrable, puisqu'elle ne l’est pas lorsque 
le fluide est en repos par rapport à la terre, et qu’il n’a que le mouvement 

de rotation qui lui est commun avec elle. 

20. Après avoir déterminé les cas dans lesquels on est assuré que la 

ÎMéc. anal. II. 35 
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quantité pdx + qdy + rdz doit être une différentielle complète, voyons 

comment, d’après cette condition, on peut résoudre les équations du mou- 

vement des fluides. 

Soit donc 
pdx + qdy + rdz = de, 

® étant une fonction quelconque de x, y, z et de la variable #, laquelle est 

regardée comme constante dans la différentielle do, on aura donc 

__ dé, 
”  dz? 

et substituant ces valeurs dans l'équation (L) de l’art. 45, elle deviendra 

{de ., dy de __ de d'e de d'y 
dh— AV = (TE + dx? +R ee + dr )de 

do do do. do do do d°o 

go dt dy de dx dy | dy dy° TG dyde y 

d’o do d?v de d?o do do s 

+R ue dxda 7 dj dydz dz dz? de, 

dont l'intégrale, relativement à x, y, z, est évidemment 

| d 1 / do \? LT AO? / d 
a—V= RH) +) + LS dt 2 \ dx 2 \ dy dz 

On pourrait y ajouter une fonction arbitraire de £, puisque cette variable 

est regardée dans l'intégration comme constante ; mais j’observe que cette 

fonction peut être censée renfermée dans la valeur de g: car, en augmen- 

tant ® d’une fonction quelconque T de £, les valeurs de p, q, r demeurent 

les mêmes qu'auparavant, et le second membre de l'équation précédente se 
| : La AT ue 

trouvera augmenté de la fonction —=; qui est arbitraire. On peut done, sans 

déroger à la généralité de cette équation, se dispenser d’y ajouter aucune 

fonction arbitraire de £. 

On aura donc, par cette équation, 

do 1/do 1 {do p\ 

ut LE Aro (a) 
valeur qui satisfera à la fois aux trois équations (F) de l’art. 40; et la déter- 
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mination de ® dépendra de l'équation (G) du même article, laquelle, en 
ps : do do do 
substituant pour p, q, r leurs valeurs aa? devient 

= 
d?® UE 

er dde + — Ts 

Ainsi toute la difficulté ne consistera plus ni dans |’ intégration de cette 

dernière équation. 

21. Il y a encore un cas très-étendu, dans lequel la quantité 

pdx + qdy + rdz 

doit être une différentielle exacte: c’est celui où l’on suppose que Îes vitesses 

P; g, r soient très-petites, et qu'on néglige les quantités très-petites du se- 

cond ordre et des ordres suivants. Car il est visible que, dans cette hypo- 

thèse, la même équation (L) se réduira à 

dn— AN = P dx + dy + L ds, 

où l’on voit que = Le P dx ET L dy Lee - de devant être intégrable relativement 

à æ, Ÿ, 2, la nee es + g dy + cu devra l'être aussi. On aura ainsi les 

mêmes formules que dans l’article précédent, en supposant + une fonction 

très-petite et négligeant les secondes dimensions de + et de ses différentielles. 

On pourra de plus, dans ce cas, déterminer les valeurs mêmes de x, y, z 

pour un temps quelconque. Car il n’y aura pour cela qu’à intégrer les 

équations | 

dx — pdt, dy —qdt, dz—rdt (art. 9), 

dans lesquelles, puisque p, g, r sont très-petites, et que, par conséquent, 

dx, dy, dz sont aussi très-petites du même ordre vis-à-vis de dt, on pourra 

regarder x, y, z comme constantes par rapport à £. De sorte qu'en traitant £ 

seul comme variable dans les fonctions p, q, r, et ajoutant les constantes a, 

b, c, on aura sur-le-champ 

z=a+fpdt, y=b+fqd, 23—=c+/frdt. 

Donc faisant, pour abréger, & — fodt, et changeant dans ® les variables x, 

35. 
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Y, z en &, b,c, on aura simplement 

CG AE CS 

où la fonction & devra être prise de manière qu’elle soit nulle lorsque = 0; 

“afin que @&, b, c soient les valeurs initiales de +, y, z. 

Ce cas a lieu dans la théorie des ondes et dans toutes les petites oscilla- 

tions. 

22. En général, lorsque la masse du fluide est telle, que l’une de ses di- 

mensions soit considérablement plus petite que chacune des deux autres, en 

sorte qu'on puisse regarder, par exemple, les coordonnées z comme très- 

petites vis-à-vis de x et y, cette circonstance servira dans tous les cas à 

faciliter la résolution des équations générales. 
Car il est clair qu'on pourrait donner alors aux inconnues p, q,r, A la 

forme suivante : 

ff 9 p=p'+p"z+ pe + ..., 

g=qg+g'a+g"#+..., 

HE + ..., r nr z +r | 

À Ne Ne APP ee 62 

dans lesquelles p’, p”, ete., g’, q", ete., r', r”, ete., A’, A, 'etc., seraient 

des fonctions de x, y, t sans z; de sorte qu’en faisant ces substitutions on 

aurait des équations en séries, lesquelles ne contiendraient que des diffé- 

rences partielles relatives à x, y, £. 

Pour donner là-dessus un essai de calcul, supposons de nouveau qu'il ne 

s agisse que d’un fluide homogène, où A — 1; et commençons par substituer 

les valeurs précédentes dans l'équation (G) de l’art. 40, et ordonnant les 

termes par rapport à z, on aura 

dp' dg' HU à dp” dq” A 
Ô de TD À ir (CE ++ 

dp 1/2] dg 7/2 
| m2 SLR | a1V 

Le: é- dy SL | Are 

De sorte que, comme p', p”, etc., g', g”, ete., ne doivent point contenir z, 
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on aura ces équations particulières, 

De ee 
do! da! 
_ ea 9 pr! — 0, 

d [1/4 d [1/4 _ 

_ D DT ==); 

par lesquelles on déterminera d’abord les quantités r”, r”, r", etc., et les 

autres quantités r’, p', p”, etc., q’, q”, etc., demeureront encore indéter- 
minées. 

On fera les mêmes substitutions dans l’équation (L) de l’art. 45, laquelle 

équivaut aux trois équations (F) de l’art. 40, et il est aisé de voir qu’elle se 

réduira à la forme suivante : 

da — AN = adx + Bdy + ydz + z(x" dx + E'dy + y'dz) 

+ 2 (a de + B" dy + y"dz) + ..., 

en faisant, pour abréger, 

d / | dg' dg’ ft 

RS SR A ui qd’ 

= dr a dr . dr’ A st = + PR HE HT 
dp! dp" dp' dp" dp! _—. | 

1 / 7 / 7 NT VAT 
a de rap te À. PU 

r__ dg” dq” dq' dq” » dq D Ho" 
nn Pan ue ed a Elias tdi 

dr! dr! dr! dr! dr! | / / ON / PU ae opt pit rl", 
Ve R PRE TT TT 4 

et ainsi de suite. 

Donc, pour que le second membre de cette équation soit intégrable, il 



270 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

faudra que les quantités 

adx + Bdy, 7ydz + z(a'dx + B'dy), y'zd2+ 2 (a"dx + B'dy),..., 

soient chacune intégrable en particulier. 

Si donc on dénote par une fonction de x, y, t sans z, on aura ces con- 

ditions : 

nu de | __ do fn d'y 

À — Te B — dy? Œ — De 

y dy 72 dy Ll dy 

- 2 dx’ F dy 

Alors l’équation intégrée donnera 

I 

D 

et il ne s'agira que de satisfaire aux conditions précédentes, par le moyen 

des fonctions indéterminées ©, r”’, p', p”, ete., g”, q”, etc. 

Le calcul deviendrait plus facile encore, si les deux variables y et z étaient 

très-petites en même temps vis-à-vis de x, car on pourrait supposer alors 

p=p'+p'y +p"z+ p\y + p'yz+ ..., 

g=g+gy + g'a+ Y+Yr+..., 
Tr + rt y + rs + Ty ny + ..., 

les quantités p', p”, ete., g’, q”, ete., r’, r”, ete., étant de simples fonc- 

tions de x. | | 

Faisant ces substitutions dans l'équation (G), et égalant séparément à zéro 

les termes affectés de y, z et de leurs produits, on aurait 

Ensuite l'équation (Li) deviendrait de la forme 

da — dV = adx + fdy + ydz + y (a dx + B'dy + y'dz) 

+ 2(a" dx + Bdy + y"dz) + ..., 
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ef] SUPposant 

dp' / dp' A / LOU 

CRE PM Ce EE EP" 

__ dq° , dq' 1" LM 

PS ae ue MERS 
Jr! dr 

— _ + p' _ g'r"+ r'r", 

dp" dl y dp! | a = TT +pT + pe + 2 gp" + Gp er pat pt, 

et l’on aurait pour l’intégrabilité de cette équation les conditions 

, dB | » _ dy 
FN nr RUE 

moyennant quoi elle donnerait 

A V + fadx + By +yz+ .... 

Enfin on pourra aussi quelquefois simplifier le calcul par le moyen des 

substitutions, en introduisant à la place des coordonnées x, y, z d’autres 

variables £, n, €, lesquelles soient des fonctions données de celles-là ; et si, 

par la nature de la question, la variable { par exemple, ou les deux va- 

riables 4 et € sont très-petites vis-à-vis de £, on pourra employer des réduc- 

tions analogues à celles que nous venons d'exposer. 

S IT. — Du mouvement des fluides pesants et homogènes dans des vases 

ou canaux de figure quelconque. 

23. Pour montrer l’usage des principes et des formules que nous venons 

de donner, nous allons les appliquer aux fluides qui se meuvent dans des 

vases ou des canaux de figure donnée. 

Nous supposerons que le fluide soit homogène et pesant, et qu’il parte 

du repos, ou qu'il soit mis en mouvement par l'impulsion d’un piston appli- 

qué à sa surface ; ainsi les vitesses p, g, r de chaque particule devront être 

telles, que la quantité p dx + qgdy + r dz soït intégrable (art. 18); par con- 

séquent, on pourra employer les formules de l'art. 20. | 
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Soit donc  (*) une fonction de x, y, z et { déterminée par l'équation 

do do do. 
Le je dy? de Te: 0% 

on aura d’abord pour les vitesses de chaque particule, suivant les directions 

des coordonnées x, y, z, ces expressions : 

d d 
P= + Et, PF —- 

Ensuite on aura 

sv edei(( (ET 
quantité qui devra être nulle à la surface extérieure libre du fluide (art. 2). 

Quant à la valeur de V qui dépend des forces accélératrices du fluide 

(art. 45), si l’on exprime par g la force accélératrice de la gravité, et qu’on 

nomme £, », C les angles que les axes des coordonnés x, y, z font avec la 

verticale menée du point d’intersection de ces axes, et dirigée de haut en 

bas, on aura 

X——gecosËé, Y——geosr, Z——gcost; 

je donne le signe — aux valeurs des forces X, Y, Z, parce que ces forces 

sont supposées tendre à diminuer les coordonnées x, y, 3. Donc, puisque 

AV = Xdx + Y dy + Zdz, 

on aura, en intégrant, 

V=— — gxcosË — gy cosn — gz cos C. 

24. Soit maintenant z — «, où 3 — x — 0, l'équation d’une des parois 

du canal, « étant une fonction donnée de x, y sans z ni &. Pour que les 

mêmes particules du fluide soient toujours contiguës à cette paroi, il faudra 

remplir l'équation (I) de l’art. 12, en y supposant À — z — x. On aura donc 

do dg da do de 

(*) Il ne faut pas croire que toute intégrale de cette équation fournisse la solution du problème : 

la fin du paragraphe montre, au contraire, que la fonction + est assujettie à d’autres conditions. 

{J, Bertrand.) 
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équation à laquelle devra satisfaire la valeur z — &. Chaque paroi fournira 

aussi une équation semblable. 

De même, puisque À — o est l’équation de la surface extérieure du fluide, 

pour que les mêmes particules soient constamment dans cette surface, on 

aura l’équation 

d'À do dÀ do dÀ do d} 

de dx dx dy dj da ds 

laquelle devra avoir lieu et donner, par conséquent, une même valeur de z 

que l'équation À — 0. Mais cette équation ne sera plus nécessaire dès que 

la condition dont il s’agit cessera d’avoir lieu. 

25. Cela posé, il faut commencer par déterminer la fonction @. Or, l'é- 

quation d’où elle dépend n'étant intégrable, en général, par aucune méthode 

connue, nous supposerons que l’une des dimensions de la masse fluide soit 

fort petite vis-à-vis des deux autres, en sorte que les coordonnées z, par 

exemple, soient très-petites relativement à x et y. Par le moyen de cette 

supposition, on pourra représenter la valeur de © par une série de cette 

forme, | | 
BDD 0 0 ao ee 

où ®', ®”,®”, etc., seront des fonctions de x, y, t sans z. 

Faisant donc cette substitution dans l’équation précédente, elle deviendra 

do" do 7 do" do" | _ 

me Ta +20 +a(TE + SE +23") 

do! do"! : 

+e (TR + +3.47)+...—0. 

De sorte qu’en égalant séparément à zéro les termes affectés des diffé- 

rentes puissances de z, on aura 

Fe L d°o! . d°o! 

2 dx? 2 dy” 

nee …: do! EL d?o" | 

2,3 dx? 2.5 dy? 

o" = d’o" do" | d*o! do! | d'o 

— Hide 5ds —53.4de | 3.4{de dé | 2.3.4dy° 

Méc. anal. Il. | 36 
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Ainsi l'expression de & deviendra 

pl 1 2°fdg"  d?g 25 {de d'o" 

D (Te Su + pee De PI ESS dy } dy dx 

| 1 d'o! 2 d'y! do!" 

12,34 de | dedp * Le. 

dans laquelle les fonctions ®” et 9” sont indéterminées, ce qui fait voir que 

cette expression est l'intégrale complète de l’équation proposée. 

Ayant trouvé l’expression de +, on aura par la différentiation celles de P: 

4,7, comme il suit : 

—. do … do! , do” 7? do’ d*o' d'œ” ; do 

pre +igeL( + Le) — (TE + a) 

ET CAE RON Rs 
ee Sa) ee ous: 

do en ; d?o do!\ 2? do" . d?o! 

D D nc ne à 
73 lo! d'o! d*o! 

Lu St Fr dy gs He) + A 

Ht substituant ces valeurs dans l'expression de À de l’art. 25, elle de- 

viendra de cette forme, 

1/1 
MN Han Han Lg AN ee, 

dans laquelle 

! d do’ 2 
N=— g(reosé + ycosr) + + (TE Te) + dl MR gp" 

Su a do” do! do’ e Ge — à d? o’ 

 - AE se. 
1 / do! Fo / do”\? :1 do! do! \ 1 / do”\? Sn. t- d°p de! de. 1/d97\? 
2 | dtdx* + dt dy° . dx o de de "dx dys Y ES 2 \ dy 

trdof de d3o! 1 / d°o! AE d'" do! 

2 dy (ES + dy* ; R » pue Fe } Ére = q' (SE D à dy h 

et ainsi de suite. 

26. Maintenant si 3 — « est l'équation des’ parois, « étant une fonction 
fort petite de x et y sans z, l'équation de condition pour que les mêmes 
particules soient toujours contiguës à ces parois (art. 24) deviendra, par les 
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substitutions précédentes, 

y do' da do da 5 d?o' d°o de" da _ do" de 

de dy° dx dx dy dy 

1 ,Pd'o"  d'o" [do d'o! \da do! d'o'\ da 
“ (das  dadyp ) dx ax dy ds | ày dy 

dx dy dy 

laquelle devant avoir lieu, lorsqu'on fait z — «, se réduira à cette forme 

plus simple, 

do do E de” , dç” 
; d Œ Fe d 4 dy d.o pe d 04 y 

D NE NT Dr. 
— do! Asa | dv! dc! 

u 7 |4x dx dy? dx* dy dy 

js 2.3 AL 2.3 dy 

he == 0, 

et 1l faudra que cette équation soit vraie dans toute l'étendue des parois 

données. 

07. Enfin l'équation de la surface extérieure et libre du fluide étant 

= o, sera de la forme 

17/4 RS D Zen M. — 0: | 

et l'équation de condition, pour que les mêmes particules demeurent à la 

surface (art. 24), sera 

d À do d\ do! d} MW 

GE dede da Ut 
d}" do” d }' do' di! do” d À)! do’ di" 

M " dx dx ‘ dx dx “ dy dy ‘ dy dy 

us I 

RER à do! do! 
| ". 2 6! a (TE 3 Te ; ru 

di" de" di! do! d}" do" d}! dy! di 

dt dx dx dx dx dy dy dy dy 

ii A EN A | 
2 \ dx? dx dy? } dx 2 \ dx* dy dy ) dy 

/ 2 Eye (ge grecs 
here sa Es Où 
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Chassant z de ces deux équations, on en aura une qui devra subsister 

d'elle-même, pour tous les points de la surface extérieure. 

Appücation de ces formules au mouvement d’un fluide qui coule dans 

un vase étroit et presque vertical. 

28. Imaginons maintenant que le fluide coule dans un vase étroit et à peu 

prés vertical, et supposons, pour plus de simplicité, que les abscisses + 

soient verticales et dirigées de haut en bas, on aura (art. 23) 

É—O0, 1—9g0, = 90", 
donc 

COSÉ —I,  COSHn—O,  COSC—O. 

Supposons de plus, pour simplifier la question autant qu’il est possible, 

que le vase soit plan, en sorte que, des deux ordonnées y et z, les pre- 

imiéres y soient nulles, et les secondes z soient fort petites. 

Enfin, soient z — « et z— £ les équations des deux parois du vase, « et £ 

étant des fonctions de x connues et fort petites. On aura, relativement à ces 

parois, les deux équations (art. 26), 

do! , do? 

; d Are d.a LE 

dx 7 2dx _ 

do! , do” 

rs ae _ 
? CE RDRE HE De QU 

lesquelles serviront à déterminer les fonctions @’ et ©”. 

Nous regarderons les quantités z, « comme très-petites du premier q ») &; 

ordre, et nous négligerons, du moins dans la première approximation, les 

quantités du second ordre et des ordres suivants. Ainsi les deux équations 

précédentes se réduiront à celles-ci, 

co 
A : ie 

ue. | dx si - : ! | | dx à: 

RE | 
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lesquelles, étant retranchées l’une de l’autre, donnent 

do! 

d{(a—8) 

dx + 9; 

, . 3° , d j / : . 2 

équation dont l'intégrale est (x — 6) TE — Ô, 0 étant une fonction arbi- 

traire de t, laquelle doit être très-petite du premier ordre. 

Or il est visible que « — B est la largeur horizontale du vase, que nous 

représenterons par y. Ainsi On aura 

en désignant par & une nouvelle fonction arbitraire de #. 

Si l’on ajoute ensemble les mêmes équations, et qu’on fasse = =, 

on en tirera | 

d.p Lit 
H . dx 

NS He à 

d 
ou, en substituant la valeur de Te 

; . 

dx 

FA 
CEE: 

D'où l’on voit que, puisque y, «, Ê sont des quantités très-petites du pre- 

mier ordre, @” sera aussi très-petite du même ordre. 

Donc, en négligeant toujours les quantités du second ordre, on aura, par 

les formules de l’art. 25, la vitesse verticale 

49 0 
PP de + 

la vitesse horizontale 



2606 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

Ensuite, à cause de cos { — 0, la quantité À” sera aussi très-petite du 

premier ordre. Par conséquent, la valeur de À se réduira (art. 25) à 

jee ” d 0 dx d 3 I 0? 

DS di dt , a dt ae 

Cette valeur, égalée à zéro, donnera la figure de la surface du fluide ; et 

comme elle ne renferme point l’ordonnée z, mais seulement l'abscisse x et 

le temps #, il s'ensuit que la surface du fluide devra être à chaque instant 

plane et horizontale. | 

Enfin l'équation de condition, pour que les mêmes particules soient tou- 

jours à la surface, se réduira, par la même raison, à celle-ci, 

d\ do! d\ di 8 dx 
RS Dr Œ Ty (art. 27), savoir O, 

laquelle ne contient pas non plus z, mais seulement x et £. 

29. Pour distinguer les quantités qui se rapportent à la surface supé- 

rieure du fluide, de celles qui se rapportent à la surface inférieure, nous 

marquerons les premières par un trait et les secondes par deux traits. Ainsi 

x", y’, ete., seront l’abscisse, la largeur du vase, etc., pour la surface supé- 

rieure ; #”, y”, etc., seront de même l’abscisse, la largeur du vase, etc., à 

la surface inférieure. | 

Donc aussi à, À” dénoteront dans.la suite les valeurs de À pour les deux 

surfaces ; de sorte que lon aura, pour la surface supérieure, l'équation 

sl — ! | A dx! ds 6? =. 

et pour la surface inférieure, l'équation semblabie, 

nv, d0 f'dx"  dg Be 
D GT Ne MT us. 

| d\ Q À :.. ‘7 ; À k 
Enfin, Dee de OS l'équation de condition pour que les mêmes 

particules qui sont une fois à la surface supérieure y restent toujours; et 
d 8 4?! 

de y dx’ 
contienne toujours les mêmes particules du fluide. 

— o sera l'équation de condition pour que la surface inférieure 
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Cela posé, il faut distinguer quatre cas dans la mamière dont un fluide 

peut couler dans un vase; et chacun de ces cas demande une solution par- 

ticulière. 

30. Le premier cas est celui où une quantité donnée de fluide coule dans 

un vase indéfini. Dans ce cas, 1l est visible que l’une et l’autre surface doit 

toujours contenir les mêmes particules, et qu’ainsi on aura pour ces deux 

surfaces les équations 

A0. A0. 

et, de plus, 
d À! 8 dd) 
ee 4 > Den 0: 

di 9 Ad? 

quatre équations qui serviront à déterminer les variables x”, x”, 8, & enr. 

L’équation » — o étant différentiée, donne 

ANT ne RIT 
Te dE + dt — 0; 

donc 
a dX de! 
de - dE 

substituant cette valeur dans l'équation 

d\ 0 dx 
& y de 

sr | d}' 
et divisant par Ta? ON aura 

On trouvera de même, en combinant l’équation À” — o avec l'équation 

di" AUS, nie et 
dt ——. dx!" dt ? ? AE 

Donc on aura 

nr y'dx' — y” dx”, 
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équations séparées ; par conséquent, on aura, en intégrant, 

fy"dx"— fy'dx — m, 

m étant une constante, laquelle exprime évidemment la quantité donnée du 

fluide qui coule dans le vase. Cette équation donnera ainsi la valeur de x” 

en &”. 

Maintenant, si l’on substitue dans l’équation  — 0 pour dt sa valeur 

fax" 
PS ——; elle devient 

eme 0 AN Mes A Deere De mc y dx ; "dx 27 

laquelle, étant iultipliée par — y’ dx", donne celle-ci, 

| dx! & dx Ses Ba8 | — 843 — T0, 

qu’on voit être intégrable, et dont l'intégrale sera 

6 fdx! 
gjy'x' dx —— [+ — Const. 

à _ np y" dx" n 

On trouvera de la même manière, en substituant _ à la place de dt 

dans l'équation = 0, et multipliant par — y” dx", une nouvelle équation 

intégrable, et dont l'intégrale sera 

9 ? 
g jy" dx" — | — f0dS = const. 

Retranchant ces deux équations l’une de l’autre, pour en éliminer le terme 

fêdS, on aura celle-ci, 

sata pra) 2 ( fé fé) 2x, 
dans laquelle les quantités fy”x"dx" — fy'x'dx" et J _ + expri- Fa 

. ment les intégrales de yxdx et de _ prises depuis x — x” jusqu'à x —x”, 

et où L est une constante. | 

Cette équation donnera donc Ÿ en x’ puisque x” est déjà connue en x”, 

par l'équation trouvée plus haut. Ayant ainsi 8 en x’, on trouvera aussi Z 
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ce : LE l'A: / 

» dont l'intégrale Est == | Fe + fi, 
Fr 

/ dx! 

) 

M Ve s 3 il étant une constante arbitraire. 

en æ’, par l'équation di ne 

À l'égard des deux constantes L et FH, on les déterminera par l’état imitial 

du fluide. Car, lorsque £ — 0, la valeur de x’ sera donnée par la position 

initiale du fluide dans le vase; et si l’on suppose que les vitesses initiales du 

fluide soient nulles, il faudra que l’on aït 0 — o, lorsque t — 0, pour que 

les expressions p, g, r (art. 28) deviennent nulles. Mais si le fluide avait 

été mis d’abord en mouvement par des impulsions quelconques, alors les 

valeurs de X’ et à” seraient données lorsque & — 0, puisque la quantité 

rapportée à la surface du fluide exprime la pression que le fluide y exerce, 

et qui doit être contre-balancée par la pression extérieure (art. 2). Or on 

a (art. 29) 

À H ! \: 
) > di 7? ? 

do "de? dx’ UNE DER 0 | +E( [Tr — 

8\ Ta 9 

donc, en faisant £ — 0, on aura une équation qui servira à détermimer la 

valeur initiale de 6. 

Ainsi le problème est résolu, et le mouvement du fluide est entièrement 

déterminé. 

31. Le second cas a lieu lorsque le vase est d’une longueur déterminée, 

et que le fluide s’écoule par le fond du vase. Dans ce cas on aura, comme 

dans le cas précédent, pour la surface supérieure, les deux équations 

dx 6 di 
Ne et — —— 

di y dx! 

mais, pour la surface inférieure, on aura simplement l'équation à ”— 0, 

puisqu’à cause de l'écoulement du fluide il doit y avoir à chaque instant de 

nouvelles particules à cette surface. Mais, d’un autre côté, l’abscisse x” pour 

cette même surface sera donnée et constante; de sorte qu'il n'y aura que 

trois inconnues à déterminer, savoir, x’, Ü et >. 

Les deux premières équations donnent d’abord, comme dans le cas pré- 

cédent, celle-ci, 

sv dx! P dx! & dx! 

=, et  gy'x'dx'— 048 | — bdS — _ = 0; 

Méc. anal, II. 37. 
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ensuite l'équation À” — o donnera 

d0 ar" d3 6? 7 do [dx ds Per 

De ie dt pi" F dt “0 + 

Hs | . 

où l’on remarquera que x”, y” et £ Tr sont des constantes que nous déno- 

terons, pour plus de simplicité, par j, k, n. Ainsi, en substituant à dé sa 

7 ! . « . LA 8 

valeur ? no multipliant ensuite par — y'dx', on aura l'équation 

gp fy dx" — nôdÿ — 043 — EE 
Ft M 

Donc retranchant de celle-ci l’équation précédente, pour en éliminer les 

termes ÎdS, on aura | 

nn. Pu. EE _ fdx! | . Eu 
— x'\y dx —{(n— [= )0d8 — | = — — guerre (n— fus (52) 

équation qui ne contient que les deux variables x’ et 4, et par laquelle on 

pourra donc déterminer une de ces variables en fonction de Pautre. 

Ensuite on aura t exprimé par la même variable, en intégrant l'équation 

sr! 
dt — ? — j 

et l’on déterminera les constantes par l’état initial du fluide, comme dans le 

problème précédent. 

32. Le troisième cas a lieu lorsqu'un fluide coule dans un vase Indéfini, 

mais qui est entretenu toujours plein à la même hauteur, par de nouveau 

fluide qu’on y verse continuellement. Ce cas est l'inverse du précédent; ear 

on aura 101 pour la surface inférieure les deux équations 

du 6 dW Ness et 0 dd. 

dt 1 At O ; 

et, pour la surface supérieure, on aura simplement l'équation = 0, à 

cause du changement continuel des particules de cette surface. Aïnst 1 n'y 
; 4 9 . Ep sp f aura qu’à changer dans les équations de l’article précédent les quantités x”, y 

1 {/ | k dx en &', y , et prendre pour f, h, n les valeurs données de x”, y”, | —+- 
] 7 
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Au reste, nous supposons que l’addition du nouveau fluide se fait de ma- 

nière que chaque couche prend d’abord la vitesse de celle qui la suit immé- 

diatement, et qu’ainsi l’augmentation ou la diminution de vitesse de cette 

couche, pendant le premier instant, est la même que si le vase n'était pas 

entretenu plein à la même hauteur durant cet instant. 

38. Enfin, le dernier cas est celui où le fluide sort d’un vase de longueur 

déterminée, et qui est entretenu toujours plein à la même hauteur. Iei les 

particules des surfaces supérieure et inférieure se renouvellent entièrement ; 

par conséquent, on aura simplement pour ces deux surfaces les équations 

NEO), À 0 

mais en même temps les deux abscisses +” et x” seront données et con- 

stantes, en sorte qu’il n’y aura que les deux inconnues 8 et A à déterminer 

en £. 

Soit donc 

2. dx! | 5 dx" 
4 / ni IF ; 

les deux équations à — 0, à” — o deviendront 

7. 40 Hé SL 
Cd 

d8 d3 6? | 

OS Ch os 
ag 

d’où chassant Jr? ON aura 

| | d 9 I I SES —N—-n)% — (Tr — 5m )# = 0 
d’où l’on tire 

== ER d9 : | 

sE—f— (1 )e 

équation séparée, et qui est intégrable par des arcs de cercle ou des loga- 

rithmes. 

34. Les solutions précédentes sont conformes à celles que les premiers 
37. 
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auteurs auxquels on doit des théories du mouvement des fluides ont trou- 

vées, d’après la supposition que les différentes tranches du fluide conservent 

exactement leur parallélisme en descendant dans le vase. (oyez l’Aydro- 

dynamique de Daniel Bernoulli, l’//ydraulique de Jean Bernoulli, et le 

Traité des fluides de d’Alembert.) Notre analyse fait voir que cette suppo- 

sition n’est exacte que lorsque la largeur du vase est infiniment petite, mais 

qu’elle peut, dans tous les cas, être employée pour une première approxi- 

mation, et que les solutions qui en résultent sont exactes, aux quantités du 

second ordre près, en regardant les largeurs du vase comme des quantités 

du premier ordre. 

Mais le grand avantage de cette analyse est qu'on peut par son moyen 

approcher de plus en plus du vrai mouvement des fluides, dans des vases de 

figure quelconque ; car ayant trouvé, ainsi que nous venons de le faire, les 

premières valeurs des inconnues, en négligeant les secondes dimensions des 

largeurs du vase, il sera facile de pousser l’approximation plus loim, en ayant 

égard successivement aux termes négligés. Ce détail n’a de difficulté que la 

longueur du calcul, et nous n’y entrerons point quant à présent. 

Applications des mêmes formules au mouvement d'un fluide contenu dans 

un canal peu profond et presque horizontal, et en particulier au mou- 

vement des ondes. 

35. Puisqu on suppose la hauteur du fluide fort petite, il faudra prendre 

les coordonnées z verticales et dirigées de haut en bas, les abscisses x et les 

autres ordonnées y deviendront horizontales, et l’on aura (art. 23) 

COSÉ —O,  COSn—O,  COSÛ == I. 

En prenant les axes des x et y dans le plan horizontal formé par la surface 

supérieure du fluide, dans l'état d'équilibre, soit z — « l’équation du fonc 

du canal, & étant une fonction de x et y. 

Nous regarderons les quantités z et + comme très-petites du premier 

ordre, et nous négligerons les quantités du second ordre et des suivants, 

c’est-à-dire celles qui contiendront les carrés et les produits de z et «. 
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l'équation de condition relative au fond du canal donnera (art. 26) 

do’ do’ 
De Fo , à 

PR TT & 
d’où l’on voit que g” est une quantité du premier ordre. 

Ensuite la valeur de la quantité À se réduira à W + 272 (art. 98); et il 

faudra négliger dans l'expression de N les quantités du second ordre, et 

dans celle de à” les quantités du premier. Ainsi, à cause de 

COS —O,  COSn—O, COST —I, 

on aura, par les formules du même article, 

—_ do! fo "\? I (SE 2 ee as 

N= + PAUSE e ARE 
\ 

On aura done (art. 27), pour la surface supérieure du fluide, l’équation 

et ensuite l’équation de condition 

En | —. dig ., d'g\ 
ne - +e(Ti+ Se — ©. 

dÀ do’ d do d) 

dd de à d 

A Te | ' | 
L'équation x — gz— o donne sur-le-champ z — — pour la figure de la 

5 

surface supérieure du fluide à chaque instant, et comme l’équation de con- 

dition doit avoir lieu aussi relativement à la même surface, il faudra qu'elle 

| ; À | À! 3 
soit vraie, en y substituant à z cette même valeur a Cette équation devien- 

dra donc par là de cette forme, 

/ / 

; d.\ 29 Age | 
d À dx dy / 

DR Ca À A Pis 

et substituant encore pour &” sa valeur trouvée ci-dessus, elle se réduira à 

celle-ci, 
| Hard sa 49 ar dN—ga) SE ds) 

Me Ÿ De rie dy Te 
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dans laquelle il n’y aura plus qu’à mettre à la place de X sa valeur 

do’ 1 / do’\? E {do \? 
= rai bel de co Da de et EE dt 2 \ dx 2\ dy) 

et l’on aura une équation aux différences partielles du second ordre, qui 

servira à déterminer ©” en fonction de æ, y, t. 

Après quoi on connaîtra la figure de la surface supérieure du fluide, par 

l'équation 

___ de. I do" \? T |, 

gd log\dr ) Fos d / 

et si l’on voulait connaître aussi les vitesses horizontales p, q de chaque 

particule du fluide, on les aurait par les formules 

__ do __ dg' ; 
P ee q — dy (art. 25). = 9 

dx 

36. Le calcul intégral des équations aux différences partielles est encore 

bien éloigné de la perfection nécessaire pour l'intégration d'équations aussi 

compliquées que celle dont il s’agit, et il ne reste d’autre ressource que de 

simplifier cette équation par quelque limitation. 

Nous supposerons pour cela que le fluide dans son mouvement ne s'élève 

ni ne s'abaisse au-dessus ou au-dessous du niveau qu'infiniment peu, en 

sorte que les ordonnées z de la surface supérieure soient toujours très-petites, 

et qu’outre cela les vitesses horizontales p et g soient aussi infiniment petites. 

Il faudra donc que les quantités age Are soient infiniment petites, et 
dt dx dy . 

qu’ainsi la quantité @’ soit elle-même infiniment petite. 

Ainsi, négligeant dans l’équation proposée les quantités infiniment pe- 

tites du second ordre et des ordres ultérieurs, elle se réduira à cette forme 

linéaire | 
! / 

ie La 2 du + 
d° dx dy —. 

de Die ‘ec dy 3 

et l’on aura 

do’ __ do =. do' 

le dm 1 à 

Cette équation contient donc la théorie générale des petites agitations 
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d’un fluide peu profond, et, par conséquent, la vraie théorie des ondes for- 

mées par les élévations et les abaissements successifs et infiniment petits 

d’une eau stagnante, et contenue dans un canal ou bassin peu profond. La 

théorie des ondes que Newton a donnée dans la proposition quarante-sixième 

du second Livre, étant fondée sur la supposition, précaire et peu naturelle, 

que les oscillations verticales des ondes soient analogues à celles de l’eau 

dans un tuyau recourbé, doit être regardée comme absolument insuffisante 

pour expliquer ce problème. 

37. Si l’on suppose que le canal ou bassin aït un fond horizontal, alors 

la quantité « sera constante et égale à la profondeur de l'eau, et l'équation 

pour le mouvement des ondes deviendra 

do! d°o! ” d?o"" 
| ——— = LE 

de O LE d 

Cette équation est entièrement semblable à celle qui détermine les petites 

agitations de l'air dans la formation du son, en n'ayant égard qu'au mou- 

vement des particules parallèlement à l'horizon, comme on le verra dans 

l'art. 9 de la section suivante. Les élévations z, au-dessus du niveau de 

l'eau, répondent aux condensations de l'air, et la profondeur x de l’eau dans 

le canal répond à la hauteur de l’atmosphère supposée homogène, ce qui 

établit une parfaite analogie entre les ondes formées à la surface d’une eau 

tranquille, par les élévations et les abaïssements successifs de l’eau, et les 

ondes formées dans l'air, par les condensations et raréfactions successives 

de l'air, analogie que plusieurs auteurs avaient déjà supposée, mais que per. 

sonne jusqu’ ici n'avait encore rigoureusement démontrée. 

Ainsi, comme la vitesse de la propagation du son se trouve égale à à celle 

qu'un corps grave acquerrait en tombant de la moitié de la hauteur de l'at- 

mosphère supposée homogène, la vitesse de la propagation des ondes sera 

la même que celle qu’un corps grave acquerrait en descendant d’une hau-- 

teur égale à la moitié de la profondeur de l’eau dans le canal. Par consé- 

quent, si cette profondeur est d'un pied, la vitesse des ondes sera de 

5,495 pieds par seconde; et si la profondeur de l’eau est plus ou moins 

grande, la vitesse des ondes variera en raison sous-doublée des profondeurs, 

pourvu qu’elles ne soient pas trop considérables. 
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Au reste, quelle que puisse être la profondeur de l’eau (”), et la figure de 

son fond, on pourra toujours employer la théorie précédente, si l’on sup- 

pose que dans la formation des ondes l’eau n’est ébranlée et remuée qu'à 

une profondeur très-petite, supposition qui est très-plausible en elle-même, 

à cause de la ténacité et de l’adhérence mutuelle des particules de l’eau, et 

que Je trouve d’ailleurs confirmée par l’expérience, même à l'égard des 

erandes ondes de la mer. De cette manière done, la vitesse des ondes déter- 

minera elle-même la profondeur « à laquelle l’eau est agitée dans leur for- 

mation; car, si cette vitesse est de 2 pieds par seconde, on aura 

n° 
————— pieds. 

30,190 

On trouve, dans le tome X des anciens Mémoires de l’Académie des 

Setences de Paris, des expériences sur la vitesse des ondes, faites par 

M. de la Hire, et qui ont donné un pied et demi par seconde pour cette 

vitesse, ou plus exactement 1,412 pieds par seconde. Faisant donc 
66 a: 

ñ = 1,412, on aura la profondeur « de —— de pied, savoir de — de pouce 
d d | 1000 * 10 Fo 

OU 10 lignes à peu prés. 

© ne 

DOUZIÈME SECTION. 

DU MOUVEMENT DES FLUIDES COMPRESSIBLES ET ÉLASTIQUES. 

4. Pour appliquer à cette sorte de fluides l’équation générale de l’art, 2 

de la section précédente, on observera que le terme SA5L doit y être effacé, 

puisque la condition de l’incompressibilité à laquelle ce terme est dü n’existe 

plus dans l'hypothèse présente; mais, d’un autre côté, il y faudra tenir 

compte de l’action de l’élasticite, qui s'oppose à la compression et qui tend 

à dilater le fluide. | 

Soit done £ l’élasticité d’une particule quelconque Dm du fluide ; comme 

son effet consiste à augmenter le volume DxDyDz de cette particule, et, 

(*) L'hypothèse que fait ici Lagrange n’est pas admissible, même comme première approxima- 

ton. Voyez une Note à la fin du volume, (J. Bertrand.) 
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par conséquent, à diminuer la quantité — DxDyDz, il en résultera pour 

cette particule le moment — s0.(DxDyDz) à ajouter au premier membre 

de la même équation. De sorte qu’on aura pour toutes les particules le terme 

intégral — Ssô.(DxDyDz) à substituer à la place du terme SA5L. Or, 

ôL étant égal à d.(DxDyDz), il est clair que l’équation générale demeurera 

de la même forme, en y changeant simplement À en — s. On parviendra 

donc aussi, par les mêmes procédés, à trois équations finales semblables 

aux équations (A), savoir, | 

FAX 2. BE | 

A(x +X) De 0 
4 

dy à De _. : (7 + v) 42 0 
d? z De 

AE +- Z)+5 0. 

Et il faudra de même que la valeur de « soit nulle à la surface du fluide, 

si le fluide y est libre; mais s’il est contenu par des parois, la valeur de & 

sera égale à la résistance que les parois exercent pour contenir le fluide, ce 

qui est évident, puisque « exprime la force d’élasticité de ses particules. 

2. Dans les fluides compressibles, la densité A est toujours donnée par 

une fonction connue de &, x, Y, 2, t, dépendante de la loi de l’élasticité du 

fluide, et de celle de la chaleur, qui est supposée régner à chaque instant 

dans tous les points de l’espace. Il y a donc quatre inconnues, #, X, Y, 3, à 

déterminer en #, et, par conséquent, il faut encore une quatrième équation 

pour la solution complète du problème. Pour les fluides incompressibles, 

la condition de l’invariabilité du volume a donné l'équation (B) de l’art. 3, 

et celle de l'invariabilité de la densité d’un instant à l’autre a donné l’é- 

quation (H) de l'art. 44. Dans les fluides compressibles, aucune de ces deux 

conditions n’a lieu en particulier, parce que le volume et la densité varient 

à la fois; mais la masse qui est le produit de ces deux éléments doit de- 

meurer mvariable. Ainsi on aura 

d.Dm—o  oubien d.(ADxDyDz) — 0. 

, Re : . . d'A d.(DrDyD2z) _e | 
Donc, en différentiant logarithmiquement Se EU DsDyDz O, et sub- 

Méc. anal. Il, 38 



298 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

stituant la valeur de d.(DxDyDz) (cette valeur est la même que celle de 
5.(DxDyD2) de l’art. 2 de la section précédente, en y changeant d en à), 

on aura l’équation | 

(b dA | Ddx , Ddy , Ddz 
e, SN NGDE S Dr DE 

laquelle répond à l'équation (B) de l’art. 5 de la section citée, celle-là étant 
relative à l’invariabihté du volume, et celle-ci à l’invariabilité de la masse. 

3. Si l’on regarde les coordonnées x, y, z comme des fonctions des coor- 

données primitives a, b, c et du temps t écoulé depuis le commencement du 

mouvement, les équations (a) deviendront, par des procédés semblables à 

ceux de l’art. 5 de la section précédente, de cette forme, 

d°x de de ml xs des D mo 
d?y y dE y dE [AE 

2 

ou de celle-ei, plus simple, 

| Fix / d?y ;.\ dy  {d?z  dg dE | 

[Ce + x) + (or +1) + +2)a]+a= 0 
| d° x dy d°?z dz c'e 
(d) a|( +X)g + (+ V4 + (+2 += o 

d? x: dx te \ dzl. de (Een) (Et (get 
ces transformées étant analogues aux transformées (C) et (D) de l'endroit cité. 

À l'égard de l’équation (b), en y appliquant les transformations de l’art. 3 
de la section précédente, elle se réduira à cette forme, 

 dAÀ da 

2 iQ 

les différentielles dA et dû étant relatives uniquement à la variable #. De 

sorte qu'en intégrant, on aura 

AÛ — fonci. (a, b, c). 

Lorsque { — o, nous avons vu dans l’article cité que Ÿ devient — 1; donc, 
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si l’on suppose que H soit alors la valeur de A, on aura 

H — fonct. (a, b, c), 
et l'équation deviendra 

| | Hu 
AÛ—H  oubien 6—;; 

c'est-à-dire, en substituant pour 0 sa valeur, 

dx dy dz dx dy dz dx dy dz 
————— men —— = me am 

did bdd Tdi dede. 
€ 

) dx dy dz dx dy dz dx dy dz H 

Éd be ed da db da dupe 

transformée analogue à la transformée (E) de l’article cité. 

Enfin il faudra appliquer aussi à ces équations ce qu'on a dit dans l’art. $ 

de la même section, relativement à la surface du fluide. 

4. Mais si l’on veut, ce qui est beaucoup plus simple, avoir des équations 

entre les vitesses p, g, r des particules, suivant les directions des coordon- 

nées x, y, z, en regardant ces vitesses, ainsi que les quantités A et <, comme 

des fonctions de x, y, z, t, on emploiera les transformations de l’art. 40 de 

la section précédente, et les équations (a) donneront sur-le-champ ces trans- 

formées, analogues aux transformées (F) de ce dernier article, 

dp dp dp dp de 
(P+pe+aP+rE+X)+T= 0, 

Qu DM y pd y de 
CF) APE ras er \+H=o, 

Dans l'équation (&), outre la substitution de pdt, qdt, rdt, au lieu de dx, 

dy, dz, et le changement de D en d, il faudra encore mettre pour dA sa 

valeur complète, 

LA ON os da \ 4, 
M Cat TT rad Je 

et l’on aura, en divisant par dt, cette transformée, 

dA  dA dA  dA  dp 
A Tam P TA IT ART a 

36. 
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laquelle, étant multipliée par A, se réduit à cette forme plus simple, 

d'A d.(Ap) d.(Ag) d,(Ar) 
(g) DE GE NE Ge dd dre 

À l'égard de la condition relative au mouvement des particules à la sur- 
face, elle sera représentée également par l’équation (1) de l’art. 12 de la sec- 

tion précédente, savoir, 

dA  dA  dA  dA 
| | dre a de 9 dz 

en supposant que À — o soit l'équation de la surface. 

5. Il est aisé de satisfaire à l’équation (g), en supposant 

«, BB, y étant des fonctions de x, y, z, t. Par ces substitutions, l'équation 

dont il s’agit deviendra 

dA d'a d’B . d', 
de À didx * dy | ds  °? 

laquelle est intégrable relativement à #, et dont l'intégrale donnera 

F étant une fonction de x, y, z sans {, dépendante de la loi de la densité 

initiale du fluide. 

On aura ainsi 
dc 

dt 
EEE 9 Fr _& Ed 

dx dy dz 

dE 

_— de 
7 TS de dl :@ 
Sr ra 

dy 
= dt | 

7, _d &Œ à 
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Donc, substituant ces valeurs dans les équations ( f), et mettant de plus 

pour « sa valeur en fonction de A, x, y, 3, t (art. 2), on aura trois équations 

aux différences partielles entre les inconnues «, f, y et les quatre variables 

æ, Y, 2, t, et la solution du problème ne dépendra plus que de l'intégration 

de ces équations; mais cette intégration surpasse les forces de l'analyse 

connue. 

6. En faisant abstraction de la chaleur et des autres circonstances qui 

peuvent faire varier l’élasticité indépendamment de la densité, la valeur de 

; EmILNE ; ; 2 de 
l’élasticité « sera donnée par une fonction de la densité A, de sorte que À 

sera une différentielle à une seule variable, et, par conséquent, intégrable, 

dont nous supposerons l'intégrale exprimée par E. 

Soit, de plus, la quantité X dx + Y dy + Zdz une différentielle com- 

plète, dont l'intégrale soit V, comme dans l’art. 45 de la section précédente. 

Les équations (f) de l’art. 4 étant multipliées respectivement par dx, 

dy, dz, et ensuite ajoutées ensemble, donneront, après la division par A, 

une équation de la forme 

dp d d 
(L+rE+ +q2+re)d 

d d d 
(l) — dE — dV — LEE. 

dr dr ; d 

Re ARE RE Eee PE É 

dont le premier membre étant intégrable, il Hd à que le second le soit 

aussi. Ainsi on aura de nouveau le cas de l'équation (L) de l’art. 45 de la 

section précédente, et l’on parviendra, par conséquent, à des résultats sem- 

blables. 

7. Donc, en général, si la quantité pdx + qdy + r dz se trouve dans un 

instant quelconque une différentiellé complète, ce qui a toujours lieu au 

commencement du mouvement, lorsque le fluide part du repos, ou qu'il est 

mis en mouvement par une impulsion appliquée à la surface, alors la même 

quantité devra être toujours une différentielle complète (art. 47, 18, section 

précédente). 
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Dans cette hypothèse on fera, comme dans l'art. 20 de la section précé- 

dente, 

pdx + qdy + rdz — do, 

ce qui donne 

et l’équation (/) étant Intégrée, après ces substitutions, donnera 

d 1 /do\? 1 / do\? 1 / do\? # TT Ie Ce Le TN RTE EC 
t) E \ ( è (2) (a) : dt 2 \ dx 

valeur qui satisfera en même temps aux trois équations ( f) de l’art. 4. 
; d'e | . 

Or E étant — Î A sera une fonction de A, puisque « est une fonction 

connue de A; donc À sera une fonction de E. Substituant donc la valeur 

de A tirée de l’équation précédente, ainsi que celles de p, q, r, dans l’équa- 

tion (g) de l’art. 4, on aura une équation en différences partielles de ®, la- 

quelle ne contenant que cette inconnue suffira pour la déterminer. De sorte 

que toute la difficulté sera réduite à cette unique intégration. 

8. Dans les fluides élastiques connus, l’élasticité est toujours proportion- 

nelle à la densité ; de sorte qu’on a pour ces fluides & — 1A, à étant un coef- 

ficient constant qu’on déterminera en connaissant la valeur de l’élasticité 

pour une densité donnée. | 

Aïnsi, pour l'air, l’élasticité est égale au poids de la colonne de mercure 

dans le baromètre; done, si l’on nomme FH la hauteur du baromètre pour 

une certaine densité de l’air qu’on prendra pour l’unité, n la densité du mer- 

cure, c'est-à-dire le rapport numérique de la densité du mercure à celle de 

l’air, rapport qui est le même que celui des gravités spécifiques, et g la force 

accélératrice de la gravité, on aura, lorsque A — 1, 

e— gnH; par conséquent, : — gnH, 

où l'on remarque que 2H est la hauteur de l’atmosphère supposée homo- 

gène. De sorte qu’en désignant cette hauteur par k, on aura plus simplement 

1—gh, et, de à, <— ghA. 
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onc, puisque Ê — | -j> on aura 

FE — gh.lA. 

Or, l'équation ( g) de Part. : 4 peut se mettre sous la forme 

dIA  4.JA d.1A dia, dp, dg. dr 
de de PT Te de dy de 

me. E do do do, nd 
Donc, substituant honda à la place de /A, p, q,r, et multipliant 

par £h, elle deviendra 

do d? ” d?o dE dE do dE do dE do 
ga er neo De 

dx”? dz? dt dr de dj dy | de dd — 

I n’y aura donc plus qu’à substituer pour E sa valeur trouvée ci-dessus ; 

et cette substitution donnera l’équation finale en +, 

ÉD ms pe nine mn ms mn  mmemenme…s — ee ee, PER 

di? dx dx dy dy dz dz 

do do à 47 d°? o. , 49 d?o 

de dei? dy dydi ? de dédi 
de\? d'o dœ xd ® de \? d°o 

 \ dx Le dy — 7 \dz dz° 

ni do d?o à LP do d?o ” do _dp. d'œ 
ms À" mere ——— 

rh (TE do 7) d?o AV do dV do d V do £ ol ne 

(r) 

mans 

7? dx dy dxdy dx dz dxdz dy dz' dydz’ 

laquelle contient seule la théorie du mouvement des fluides élastiques dans 
l'hypothèse dont il s’agit. 

9. Lorsque le mouvement du fluide est très-petit, et qu'on n’a égard 

qu'aux quantités très-petites du premier ordre, nous avons vu, dans l’art. 24 

de la section précédente, que la quantité pdx + qgdy + rdz est aussi néces- 

sairement une différentielle complète. Dans ce cas done, les formules pré- 
cédentes auront toujours lieu, de quelque manière que le mouvement du 
fluide ait été engendré, pourvu qu'il soit toujours très-petit, et que, par 

conséquent, la fonction & soit elle-même très-petite. 

Dans la théorie du son, on suppose que le mouvement des particules de 
l'air est très-petit; ainsi, regardant dans l’équation (2) la quantité & comme 
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très-petite, et négligeant les termes où elle monte au delà de la première 

dimension, on aura pour cette théorie l’équation générale 

dx? dy * dz? 

n(d9. de de do  d\ do dVdo  dN ds 
dés pre dy dy dz dz 

Or, en négligeant de même les secondes dimensions de @ dans la valeur 

de E de l’art. 7, on aura simplement 

E——V-—%—ghla (art. 8). p 

On peut supposer que la fonction & soit nulle dans l’état de repos ou 

d'équilibre. On aura donc aussi dans cet état 

COR 
| | me 
et, par conséquent, | or 

gh.lA—=—V et A—ef. 

Lorsque l’air est en vibration, soit sa densité naturelle augmentée en rai- 

son de 1 + 5 à 1, s étant une quantité fort petite, on aura donc, en général, 

_V 

A—eñ (1 + ‘or 

et de là, en négligeant les carrés de s, on aura 

Nr : __ _d9 RES donc or d 

À l'égard de la valeur de V qui dépend des forces accélératrices, en sup- 

posant le fluide pesant, et prenant, pour plus de simplicité, les ordonnées z 

verticales et dirigées de haut en bas, on aura, par la formule de l’art. 23 

(section précédente), | 

Vas 

g étant la force accélératrice de la gravité. Donc l'équation du son sera 

do d°o do do d?o 

(Ti + +)+si— de 

Ayant déterminé & par cette équation, on aura les vitesses p, q, r de l’air, 
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ainsi que sa condensation s par les formules 

d d d d 
P= en Met SRE 

10. Si l’on ne veut avoir égard qu’au mouvement horizontal de l'air, on 

supposera que la fonction @ ne contienne point z, mais seulement x, y, £. 

Alors l’équation en + deviendra 

d'g , d’q\ __d’g 
sh(+ = 

Mais avec cette simplification même, elle est encore trop compliquée 

pour pouvoir s'intégrer rigoureusement (*). 

Au reste, cette équation est entièrement semblable à celle du mouvement 

des ondes dans un canal horizontal et peu profond. l’oyez la section précé- 

dente, art. 37. 

Jusqu'à présent, on n’a pu résoudre complétement que le cas où l’on ne. 

considère dans la masse de l’air qu’une seule dimension, c’est-à-dire celui 

d’une ligne sonore, dont les particules ne font que des excursions longitu- 

dinales. 

Dans ce cas, en prenant cette même ligne pour l’axe x, la fonction @ ne 

contiendra point y, et l'équation ci-dessus se réduira à 

ad? d? 

gh a Ta 

laquelle est semblable à celle des cordes vibrantes et a pour intégrale com- 

plète _ 

= F(x+iygh)+ f(x —1tVgh), 

en dénotant par les caractéristiques ou signes F et f deux fonctions arbi- 

traires. | 

Cette formule renferme deux théories importantes, celle du son des flûtes 

ou tuyaux d’orgue, et celle de la propagation du son dans l'air libre. Il ne 

(*) Cette équation a été intégrée par Poisson, ainsi que l’équation plus générale dans laquelle on 

suppose + fonction de æ, y et z. Voyez les nouveaux Mémoires de l’Académie des Sciences, tome III. 

| | (J. Bertrand.) 

Méc. anal. TI. 39 
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s’agit que de déterminer convenablement les deux fonctions arbitraires ; et 

voici les principes qui doivent guider dans cette détermination. 

411. Pour les flûtes, on ne considère que la ligne sonore qui y est con- 

tenue; on suppose que l’état initial de cette ligne soit donné, cet état dé- 

pendant des ébranlements imprimés aux particules, et l’on demande Îa loi 

des oscillations. 

Faisons commencer les abscisses x à l’une des extrémités de cette ligne, 

et soit sa longueur, c’est-à-dire celle de la flûte, égale à a. Les condensa- 

tions s et les vitesses longitudinales p seront donc données, lorsque t — 0, 

depuis x == o jusqu’à x — a; nous les nommerons $ et P. 

Maintenant, puisque s — -2?,, et P= 12, si l'on différentie l'expres- 
| x PAS gh dt dx F 

sion générale de + de l’article précédent, et qu'on désigne par F” et f” les 
pe 1 . / : dE x 

différentielles des fonctions marquées par F et f, en sorte que F’x —- EL 
CEA 

dfx 
P — SE. on aura 

dx 

p= Fe + V9) + Je —eVeh), 
VER Po + V8) — fe — eg) 

_ Faisant £ — o et changeant p en P et s en 8, on aura 

PAF Sy t'rflr 

Ainsi, comme P et S sont données pour toutes les abscisses x depuis 

D = :0 jusqu’à x — a, On aura aussi dans cette étendue les valeurs de F’x 

et de f”x; par conséquent, on aura les valeurs de p et s pour une abscisse 

et un temps quelconques, tant que x tV sh seront renfermées dans les 

limites o et a. 

Mais le temps £ croissant toujours, les quantités x + # Veh et x —t " gh 

sortiront bientôt de ces limites, et la détermination des fonctions 

F'(x+iysh), f(x —1:Vgh) 
dépendra alors des conditions qui doivent avoir lieu aux extrémités de la 

ligne sonore, selon que la flüte sera ouverte ou fermée. 
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12. Supposons d’abord la flñte ouverte par ses deux bouts, en sorte que 

la ligne sonore y communique immédiatement avec l'air extérieur ; il est 

clair que son élasticité, dans ces deux points, ne pouvant être contre-ba- 

lancée que par la pression constante de l’atmosphère, la condensation s y 

devra toujours être nulle. Il faudra donc que l’on aït, dans ce cas, s — 0, 

lorsque x — o et lorsque x — «&, quelle que soït la valeur de #, ce qui donne 

les deux conditions à remplir, 

F'(eygh) —f'(—1Vgh)= 0, 
F'(a+tVgh)—f'(a—tVgh)= 0, 

lesquelles devront subsister toujours, £ ayant une valeur positive quelconque. 

Donc, en général, en prenant pour z une quantité quelconque positive, 

où aura | | 

F'(a+z)=f'{a—z) et PC 2) = F'z. 

Donc, 1° tant que z est < a, on connaîtra les valeurs de F’{a + z) et 

de f'{— z), puisqu'elles se réduisent à celles de f’(a — z) et de F'z, qui 

sont données. 

Mettons dans ces formules a + z au lieu de z, elles donneront 

F'iaa+z)=f(—23)= Fe, 

fa) = F(a+z) = f'(a— 2) 
Donc, 2° tant que z sera <C a, on connaîtra aussi les valeurs de F'(2 a + 7) 

et de f’(— a — z), puisquelles se réduisent à celles de F’z et de f’(a& — 2), 

qui sont données. 

Mettons de nouveau dans les dernières formules à + z pour z, et les 

combinant avec les premières, puisque z peut être quelconque, on aura 

F(Sa+z) —=F'(a+ 2) = f'(a — 2), 

f'(—aoa—z)= f(— 2) = F'z. 

Donc, 5° tant que z sera <a, on connaîtra encore les valeurs de 

F'(3a +2) et de f’(— 2a — x), puisqu'elles se réduisent aux valeurs 

données de F’z et de f”"{(a — z). | 

39. 
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On trouvera de même, en mettant derechef a + z pour z, 

F(4a+s) =f(— 2)= Fa; 
f'(—3a—z)=F'(a+z) = f'(a — 2). 

D'où l’on connaîtra les valeurs de F’(4 a + z) et de f”(— 3 a — 3), tant 

que z sera << @; et ainsi de suite. | | 

On aura donc de cette manière les valeurs des fonctions F'(x + tV gh) 

et de f” (x — +\/gh je quel que soit le temps £ écoulé depuis le commence- 

ment du mouvement de la ligne sonore; ainsi on connaîtra pour chaque 

instant l’état de cette ligne, c’est-à-dire les vitesses p et les condensations s 

de chacune de ses particules. 

Il est visible, par les formules précédentes, que les valeurs de ces fonc- 

tons demeureront les mêmes, en augmentant la quantité é\/ gh de 2 &, où 

de 4 a, 6 a, ete. De sorte que la ligne sonore reviendra exactement au même 

état, après chaque intervalle de temps déterminé par l'équation 

_C V oh —= 24, 

24€ 

Va 
Ainsi la durée des oscillations de la ligne sonore est indépendante des 

ce qui donne pour cet intervalle. 

ébranlements primitifs, et dépend seulement de la longueur a de cette ligne 

et de la hauteur de l'atmosphère. | | 

En supposant la force accélératrice de la gravité g égale à l’unité, il faut 

prendre pour l’unité des espaces le double de celui qu’un corps pesant par- 

court librement dans le temps qu’on prend pour l’unité (sect. IF, art. 2). 

Donc si l’on prend, ce qui est permis, À pour l’unité des espaces, l’unité 

à . \ h 

des temps sera celui qu'un corps pesant met à descendre de la hauteur = 

et le temps d’une oscillation de la ligne sonore sera exprimé par 2 a, ou, ce 

qui revient au même, le temps d’une oscillation sera à celui. de la chute d’un 

h | & 
corps par la hauteur ; comme 2 a à À. 

13. Si la flûte était fermée par ses deux bouts, alors les condensations s 

pourraient y être quelconques, puisque l’élasticité des particules y serait 

soutenue par la résistance des cloisons; mais, par la même raison, les vi- 
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tesses p y devraient être nulles, ce qui donnerait de nouveau les conditions 

F8) + f'(— Vgh) = 0, 
F'(a+tygh) + f'(a+tVgh)=0. 

Ces formules reviennent à celles que nous avons examinées ci-dessus, en 

y supposant seulement la fonction marquée par f” négative. Aïnsi, il en ré- 

sultera des conclusions semblables, et l’on aura encore la même expression 

pour la durée des oscillations de la fibre sonore. 

Il n’en serait pas de même si la flûte était ouverte par un bout et fermée 

par l’autre. 

1] faudrait alors que s füt toujours nulle dans le bout ouvert, et que p le 

fut dans le bout fermé. 

Ainsi, en supposant la flûte ouverte, où æ — 0, et fermée, où x — a, on 

aurait les conditions 

P(e V8) — PV) — 0. 
F'(a+tVgh)+ fa —tV8h)= 0 

D'où, par une analyse semblable à celle de l’art. 42, on tirera les formules 

suivantes : | 

et ainsi de suite. 

Or, tant que z est < a, les fonctions F'z et f”(a — z) sont données par 

l’état primitif de la fibre sonore; donc on connaîtra aussi par leur moyen 

les valeurs des autres fonctions | 

Fa+z), F'(2a+2),..., UE 

et, par conséquent, on aura l’état de la fibre, après un temps quelconque £. 

Mais on voit, par les formules précédentes, que cet état ne reviendra le 
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même qu'après un intervalle de temps déterminé par l'équation 

t\/gh — À & ; 

d'ou 1l s’ensuit que la durée des vibrations sera une fois plus longue que 

dans les flûtes ouvertes où fermées par les deux bouts, et c’est ce que l’ex- 

périence confirme à l’égard des jeux d'orgue qu’on nomme bourdons, et 

qui, étant bouchés par leur extrémité supérieure opposée à la bouche, don- 

nent un ton d’une octave plus bas que s'ils étaient ouverts. 

Foyez au reste, sur la théorie des flûtes, les deux premiers volumes de 

Turin, les Mémoires de Paris pour 1762, et les Vovi Commentaru de Péters- 

bourg, tome X Vi. 

44. Considérons maintenant une ligne sonore d’une longueur indéfinie, 

qui ne soit ébranlée au commencement que dans une très-petite étendue, 

on aura le cas des agitations de l’air produites par les corps sonores. 

Supposons donc que les agitations initiales ne s'étendent que depuis 

x = 0 jusqu'à æ — 4, a étant une quantité très-petite. Les vitesses et les 

condensations initiales P, $ seront donc données pour toutes les abscisses w, 

tant positives que négatives; mais elles n'auront de valeurs réelles que de- 

puis x — oO jusqu'à x — 4; hors de ces limites, elles seront tout à fait nulles. 

fl en sera donc aussi de même des fonctions F’x et f’x, puisqu'en faisant 

t—0,O0na 8 

Pr fa, SVeh—="F'x—f'a, 

et, par conséquent, 

! P+S eh P—SVeh 
Fu —P+Svsh Fe em 

2 

D'où il s'ensuit qu'en prenant pour z une quantité positive, moindre 

que @, les fonctions F” (x + À V£A) et f” (x — t/gh) n'auront de valeurs 

réelles que tant qu'on aura x Æ #4/gh — z. Par conséquent, après un temps 

quelconque t, les vitesses p et les condensations s seront nulles pour tous 

les points de la ligne sonore, excepté pour ceux qui répondront aux abscisses 

22 t\/gh. 

On explique par là comment le son se progage, et comment il se forme 
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successivement de part et d'autre du corps sonore, et dans des temps égaux, 

des fibres sonores, égales en longueur à la fibre initiale a. 

La vitesse de la propagation de ces fibres sera exprimée par le coefficient 

V gh; elle sera, par conséquent, constante et mdépendante du mouvement 

primitif, ce que l’expérience confirme, puisque tous les sons forts ou faibles 

paraissent se propager avec une vitesse sensiblement égale. 

Quant à la valeur absolue de cette vitesse, en faisant, comme dans l’art. 49, 

g == 1 et k — 1, elle deviendra aussi — 1. Or l'unité des vitesses est ici celle 

qu’un corps pesant doit acquérir en tombant de la moitié de l’espace /, qui 

est pris pour l'unité (sect. IT, art. 2). Donc la vitesse du son sera due à la 
k 

hauteur < 

15. En supposant, avec la plupart des physiciens, l'air 850 fois plus 

léger que l’eau, et l’eau 14 fois plus légère que le mercure, on a 1 à 11900 

pour le rapport du poids spécifique de l'air à celui du mercure. Or, prenant 

la hauteur moyenne du baromètre de 28 pouces de France, il vient 

333200 pouces, ou 27766 © pieds pour la hauteur 2 d’une colonne d'air 

uniformément dense et faisant équilibre à la colonne de mercure dans Île 

baromètre. Donc la vitesse du son sera due à une hauteur de 13883< pieds, 

et sera, par conséquent, de 915 par seconde. 

-_ L'expérience donne environ 1088, ce qui fait une différence de près 

d’un sixième ; maïs cette différence ne peut être attribuée qu’à l’mcertitude 

des résultats fournis par l'expérience. Sur quoi voyez surtout un Mémoire 

de feu M. Lambert, parmi ceux de l’Académie de Berlin, pour 1768 (*). 

16. Si la ligne sonore était terminée d’un côté par un obstacle immobile, 

alors la particule d’air contiguëé à cet obstacle n'aurait aucun mouvement; 

par conséquent, si a est la valeur de l'abscisse x qui y répond, il faudra 

que la vitesse p soit nulle, lorsque x — a, quel que soit £, ce qui donnera 

la condition 

me nn mt 

(*) Laplace a fait connaître la cause probable de cette discordance entre le calcul et l’observation. 

Foyez le cinquième volume de la Mécanique céleste, livre XIT, chapitre TT. (J, Bertrand.) 



312 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

Or on a vu que la fonction f” ( a — t V gh ) a une valeur réelle tant que 

a — t\/gh— 72 (art. 44); 

donc, puisque 

Pa +8) = —f'(a —tVgf) 
la fonction F’ (a + tV gh) aura aussi des valeurs réelles, lorsque 

a — t\gh — 2, 

c’est-à-dire lorsque 

A V gh ES À 

Par conséquent, la fonction F° ( t + gh) sera non-seulement réelle lorsque 

x + t\/gh = 2, 

x + EVgh— 2 a — 7; 

mais encore lorsque 

d’où il suit que, dans ce cas, les vitesses p et les condensations s seront 

aussi réelles pour les abscisses 

x—2a—2—t\/gh. 

Ainsi la fibre sonore, après avoir parcouru l’espace a, sera comme réflé- 

chie par l'obstacle qu’elle rencontre, et rebroussera avec la vitesse, ce qui 

donne l'explication bien naturelle des échos ordinaires. 

On expliquera de la même manière les échos composés, en supposant que 

la ligne sonore soit terminée des deux côtés par des obstacles immobiles 

qui réfléchiront successivement les fibres sonores et leur feront faire des 

espèces d’'oscillations continuelles. Sur quoi on peut voir les ouvrages cités 

plus haut (art. 13), ainsi que les Mémoires de l’Académie de Berlin pour 

1759 et 17065. 

FIN. 
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NOTE I. 

Sur la convergence des séries ordonnées suivant les puissances de l’excen- 

tricité qui se présentent dans la théorie du mouvement elliptique; par 

M. V. Puiseux. 

Nommons & l’anomalie moyenne d’une planète, u l’anomalie excentrique, e l'excentri- 

cité de l'orbite, de sorte qu’on ait l’équation 

u—esinu—<{; 

on peut désirer de savoir dans quel cas la variable u et les fonctions finies et continues de 

cette variable peuvent être développées en séries convergentes ordonnées suivant les puis- 

sances croissantes de e. | 

Pour répondre à cette question , observons d’abord que £ étant regardée comme une con- 

stante réelle et e comme une variable réelle ou imaginaire, l'équation transcendante 

u—esinu = | 

détermine pour chaque valeur de e une infinité de valeurs de z, dont l’une se réduit à zéro 

pour e— 0, tandis que les autres deviennent infinies. Généralement, les valeurs de u cor- 

respondantes à une valeur de e sont inégales; mais, pour certaines valeurs de €, deux 

valeurs de 4 deviennent égales, et, par conséquent, vérifient à la fois les deux équations 

uU—esnu—£, I1—eCcosu—O, 

dont la seconde est la dérivée de la première prise par rapport à u. Parmi ces valeurs dee, 

il y en a une dont le module est le plus petit; nous nommerons a ce plus petit module, 

lequel dépend d’ailleurs de la constante 6. 

Cela posé, si l’on assujettit le module de e à rester moindre que a, et la variable u à 

s’annuler pour e=— 0, u sera une fonction de e complétement déterminée et qui, pour les 

Méc. anal. IT. 4o 
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valeurs réelles de e, se confondra avec l’anomalie excentrique du mouvement des planètes: 

de plus, cette fonction et les fonctions finies et continues de celle-là pourront être déve- 

loppées en séries convergentes ordonnées suivant les puissances croissantes de e. 

Ces propositions, qui résultent de théorèmes bien connus (*), étant admises, la question 

revient à déterminer le module a, ou plutôt, comme ce module dépend de £, à trouver le 

minimum des valeurs de a qui répondent aux diverses valeurs de & : c’est ce que nous 

allons faire en suivant la marche tracée par M. Cauchy. 

Nommons € la base des logarithmes népériens, et soit 

re. 

la valeur de e qui a le module a; cette valeur de e, jointe à une valeur convenable de u, 

vérifie à la fois les équations 

u—esinu —< ; 1— eCOSU — 0. 

On trouve, en différentiant la première par rapport à €, 

) du 2 de 
1— eCOSU) — —siNu— —I, 

dé dé 

ou simplement, en ayant égard à fa seconde, 

de de ü € 
mn SinU—— I SE LS eee 

dt : dé Sin & ut — à 

Mais l’équation 

nous donne 

dé de. le 
et, par sulte, 

| 1 de da. dé ser cdôba.. da 

Ho TO Sr 
a de | En 
Nettant pour — sa valeur — -, 1l vient 

dé u — C 

ï d'\og à da y—— 
== — 1. V Re de 4 

Supposons maintenant la constante £ telle, que a prenne sa valeur minimum : on aura 

dog a 
Herr Ce ve 

+ do mn A à 

*) Voyez divers Mémoires de M. Cauchy, Comptes rendus de l’Académic des Sciences, tome X., 
2 : ; 

et Exercices de Physique mathématique, tome I. 
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et l'équation précédente montre qu’alors la partie réelle de — sera nulle; il en sera 
— 

de même, par conséquent, de la partie réelle de u — &, et l’on pourra poser 

u—{—=p V PRET 

p étant une quantité réelle, ou bien 

= + p V ep, 

Porions cette valeur de u dans la relation 

(u— £)cosu —sinu, 

qui résulte de l'élimination de e entre les deux équations 

u—esinu =, I—e COSU = 0: 
il viendra | 

p Vi L cos £ cos (9 V1) — sin £ sin (e Ÿ—1)]= sin £ cos (p V1) + cos£ sin (p V5), 
ou bien 

cos£T 8 V1 cos (5 V1) — sin (p V—1)] == sin £[e0s(e V1) + p V4 sin (pe V—1)], 

ES PHP eee ë EP He EP —e TP 
V—1 cosé D = siné rot : 

EN 

Chaque membre de cette dernière équation doit être nul séparément; on peut donc 

poser, où 

A CP ES eP+HeTP EPne TT p 
P ; — 5 — O, ; Ke © : —= O, 

Où encore 

EP He AE: 
coOsé — 0, - — p à —=O;, 

ou enfin 

: PSN ee DS A JS: 
sné —0o, D > +. = 0; 

ou bien 
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2: . T 9 » 

équation impossible, p étant réel. La seconde solution nous donne € — : (*), et l'équa- 

tion en p peut s’écrire 

PS OS TR 
PPS Prat jé É+ +. | Me 

ou 
2 4 ÿ 6 

ee En “ Se see el: 
1,2 1.2.8.4  1.2.3.4.5.0 

on voit que la quantité réelle et positive p? n’a qu’une seule valeur; en la déterminant par 

des essais successifs et extrayant la racine carrée, on trouve 

p—=—+i,1996785.... 

On a ensuite 

esnu=u—{$—=p#—i, eCOsSU I, 

d'où, en ajoutant les carrés, 
er p°, 

et, par conséquent, 

e=+yipi= + Ye 1i V— 1 = + 0,662 7432 Pre 

Pour savoir si le module 0,6625432... de e est un maximum ou un minimum, il faut 

; : d? log a NE 
chercher si en adoptant pour a cette valeur, on obtient pour Tja— une quantité négative 

ou positive. Or l'équation 
d.log a I D je RE 7 

dé u — dé 

nous donne 
d’loga I du d'a p—— 

de (u—c} \de de 
Mais de l'équation 

1-—ecosu—=0 
nous tirons 

: du de cos u e COS & I 
E SIN U— == COSU EE me 

dé dé Sin 4 e SIN & u — € 

du ï : 

dé (u—{).esmu (u—&t} 
il en résulte 

d°log a (u —C}+i1 d'a — 
re RE 1, de? (u—£&) de? 

ou bien, en remplaçant & — ( par p V== 1; 

d'loga pi d'a y— 
— 2 = ue —— V1. de Fe pi PTE 

(*) En supposant, ce qui est permis, 6 comprise entre o et x, 
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Mais le premier membre étant réel, le second doit l'être aussi; on a donc 

de 

dt: TZ O, 

et, par suite, 

| d'joga __ pt—: 

d? log a ce sa 
—— eEsi une quantite positive, et Le nombre p surpassant l’unité, on voit par là que aa 

qu’ainsi la valeur 0,662... de a, correspondante à £ — se est bien un minimum. 

La troisième solution nous donnerait 

sné —0, C0 où: 

on aurait en même temps 

eP+eTP rs mn: 

OT 

par suite 

Il s’ensuivrait a — 1, maïs cette valeur de à ne peut être qu'un maximum, puisque pour 

FT Li e- 9 T C2 9 e 

= = & est un minimum, et qu entre é—=o et £—-iln'y a pas de maximum, non plus 
| 2 

d'éntré Ce 7 et CEST { 2 
Le nombre trouvé ci-dessus 0,6627432... est donc bien le seul minimum de a, et ce 

. . , « TK . . : ? « a 

minimum répond à é = = Ainsi les développements en série dont on fait usage dans la 

théorie du mouvement elliptique sont toujours convergents, tant que l’excentricité e est 

inférieure à 0,662 7432...; dès que l’excentricité dépasse cette limite, les séries cessent 

d’être convergentes, si l’anomalie moyenne est égale à 90 degrés. Maïs si l’anomalie 

moyenne est différente de 90 degrés, ces mêmes séries resteront convergentes jusqu’à des 

valeurs de e supérieures à 0,6627432..., et d'autant plus voisines de x que l’anomalie 

moyenne est elle-même plus voisine de zéro ou de 180 degrés. 

ani mn RER COQ Erreur 
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NOTE If. 

Histoire du problème de la détermination des orbites des comètes, 

antérieurement à la première édition de la Mécanique analytique; par 

LAGRANGE. 

Le fameux problème de la détermination de l'orbite d’une comète d’après trois observa- 

tions, sur lequel Newton s’est exercé le premier et dont il ne nous a laissé que des solutions 

imparfaites, a occupé depuis plusieurs grands géomètres ; maïs leurs efforts n’ont presque 

abouti jusqu’à présent qu’à varier et à simplifier à quelques égards les méthodes proposées 

par Newton, sans les rendre plus exactes et plus commodes pour la pratique. 

Je me propose d'exposer dans ce Mémoire l’état de la question, et le résultat des princi- 

pales recherches qu'on a faites pour la résoudre. 

‘Le problème considéré analytiquement n’a point de difficulté, rien n'étant plus aîïsé que 

de le rappeler à deux équations algébriques entre deux inconnues. Car chaque observation 

de la comète donne immédiatement la position de la droite visuelle qui joint les centres de 

la Terre et de la comète: de sorte qu’en prenant les distances de la comète à la Terre au 

temps des deux premières observations pour les deux inconnues du problème, on peut dé- 

terminer algébriquement les lieux de la comète par rapport aux lieux du Soleil qu'on sup- 

pose connus par les Tables. Ayant ainsi la position de deux points de l'orbite de la comète 

pour deux instants donnés, on détermine: 1° la position du plan de cette orbite, c’est-à-dire 

le lieu du nœud et l’inclinaison; 2° les distances de la comète au Soleil , ou les rayons vec- 

teurs de l’orbite, avec l’angle intercepté entre ces rayons; d’où, par les propriétés connues 

du mouvement parabolique, on déduit aisément le paramètre de la parabole, la position 

de son grand axe, et l'instant du passage de la comète par son sommet ou par le périhélie; 

et enfin l'expression du temps écoulé entre les deux observations, expression qui, étant 

égalée à l'intervalle observé, fournit une première équation algébrique. 

On trouve ensuite une seconde équation par le moyen de la troisième observation en 

comparant le lieu observé de la comète avec celui qu’on trouve pour le même instant d’après 

les propriétés du mouvement parabolique. Et l’on voit même que cette comparaison doit 

fournir deux équations, l’une relative à la longitude de la comète, et l’autre à sa latitude; 

en sorte qu'il suffit, pour la détermination du problème, que l’on connaïsse seulement la 

longitude ou la latitude géométrique de la comète au temps de la troisième observation. 

Au lieu d'employer pour inconnues les deux distances de la comète à la Terre au temps 

de deux observations, on pourrait prendre d’autres quantités quelconques , pourvu que ces 

quanütés, combinées avec les données, déterminassent entièrement la position des deux 

lieux de la comète dans son orbite autour du Soleil. On pourrait, par exemple, prendre 

pour inconnues les deux rayons vecteurs de l'orbite, ou les deux longitudes héliocentriques 

de la comète, ou, etc. ou enfin le lieu du nœud et l’inclinaison de l'orbite à l’écliptique, 
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ce qui parait au premier aspect plus simple et plus naturel, puisque ces deux dernières 

quantités sont indépendantes des lieux de la comète au temps des observations; maïs il est 

facile de se convaincre que ce dernier choïx des inconnues rendrait le calcul plus long et 

plus compliqué. 

Ayant ainsi réduit le problème à deux équations algébriques entre deux inconnues, il ne 

s’agit plus que de traiter ces équations par les règles connues de l’algèbre : il faudra donc 

éliminer d’abord une des deux inconnues et ensuite résoudre l'équation finale. Mais, 1° les 

deux équations auxquelles on parvient par l’analyse précédente se présentent sous une 

forme très-compliquée et embarrassée de radicaux qu’il faudrait faire disparaître avant 

d'entreprendre l'élimination; 2° cette élimination demanderait des calculs irès-longs et 

ferait monter l'équation finale à un degré si élevé, qu’il serait absolument impossible d'en 

tirer aucun parti. | 

Tels sont les obstacles qui rendent la méthode directe tout à fait impraticable et qui oni 

forcé les géomètres à recourir aux méthodes d'approximation. Maïs l’approximation même 

présenie de grandes difficultés; car pour pouvoir l’employer avec succès il faui connaître 

d’avance les premières valeurs approchées des inconnues dont on cherche la valeur exacte. 

Or dans le problème des comètes rien ne peut nous faire connaître à priori ces valeurs 

approchées dont il faut partir : ainsi il ne reste qu’à tâcher de simplifier le problème par 

le moyen de quelque supposition convenable; et celle qui se présente le plus naturellement 

est de regarder la portion de l'orbite décrite dans l'intervalle des troïs observations comme 

rectiligne et parcourue d’un mouvement uniforme. Cette hypothèse doit même paraître 

d'autant plus plausible qu’elle a été pendant longtemps l'hypothèse favorite des astro- 

nomes, pour le mouvement des comètes, avant que Newton eüt démontré que ces astres 

étaient soumis aux loïs générales du mouvement des planètes, et que leurs orbites étaient 

à très-peu près paraboliques. Le grand avantage de cette hypothèse est de réduire la re- 

cherche des vrais lieux de la comète, au temps des observations, à des équations du pre- 

mier degré, Si l’on n’emploie que des observations de la longitude, il en faut quatre, ainsi 

qu'on le voit dans le problème 56 de l’Ærithmétique universelle; maïs, en tenant aussi 

compte des latitudes, trois observations suffisent pour la solution du problème : et ce qu’il 

y a de singulier, c’est que si l’on prend pour inconnues le lieu du nœud et l'inclinaison de 

l'orbite, on tombe dans une équation finale du neuvième degré, au lieu qu'en prenant 

pour inconnues deux distances de la comète à la Terre, on parvient directement à des 

équations du premier degré, comme on le voit par la solution que M. Bouguer a donnée le 

premier de ce problème dans les Mémoires de l’Académie des Sciences de Paris pour 

1733. 

Il est visible que l'hypothèse dont il s’agit s’écartera d’autant plus de la vérité que Pare 

parcouru par la comète dans l’intervalle des observations sera plus grand; maïs aussi, par 

la raison contraire, elle doit s’en approcher d’autant plus que cet arc sera moindre : ainsi, 

en employant des observations peu distantes entre eiles, il semble qu’on pourrait du moins 

trouver de cette manière les premières valeurs approchées des inconnues du problème. 

Mais malheureusement ce moyen si simple d'arriver à ce but est trop défectueux pour 

qu on puisse s'en servir sans s'exposer à de très-grandes erreurs. C'est ce que quelques 
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géomètres ont déjà remarqué, et ce que je me propose de prouver rigoureusement dans 

le cours de ce Mémoire (*). 

L'hypothèse dont nous venons de parler en renferme réellement deux, l’une que la por- 

tion de l’orbite de la comète soit rectiligne, l’autre qu’elle soït parcourue d’un mouvement 

uniforme : voilà pourquoi cette hypothèse seule suffit pour déterminer tout d’un coup les 

deux inconnues du problème. Si l’on n’adoptait qu’une partie de cette hypothèse, on ne 

pourrait alors déterminer qu’une seule inconnue, et il faudrait chercher l’autre, ou par la 

résolution directe d’une équation fort élevée, ou par plusieurs fausses positions. 

Dans la solution que Newton propose à la fin de son petit Traité De systemate mundi, 

il regarde l’orbite de la comète comme rectiligne, maïs il suppose que les parties décrites 

dans les deux intervalles entre Îles trois observations soient parcourues avec les vitesses 

réelles que la comète doit avoir au temps de la première et de la seconde observation: 

vitesses qui, par la théorie du mouvement parabolique, sont en raison inverse des racines 

des distances de la comète au Soleil au temps de ces observations; et il emploie la méthode 

de fausse position pour déterminer une des distances de la comète à la Terre. 

Maïs si l’on évite par ce moyen une partie de l’inexactitude attachée à l'hypothèse du 

mouvement rectiligne et uniforme, il y reste néanmoïns encore une trop grande source 

d'erreur pour qu'on puisse lemployer avec succès. C’est apparemment ce qui a engagé 

(*) Le Mémoire dont parle ici Lagrange fait partie des Mémoires de l’Académie de Berlin pour 

1779. On y trouve, en effet, la preuve analytique de l'insuffisance des considérations dont il est ici 

question. On peut, du reste, substituer à un calcul de Lagrange le raisonnement géométrique sui- 

vant. Lorsque l’on connaît trois observations de la comète, on peut déterminer les positions abso- 

lues de trois droites sur lesquelles elle s’est successivement trouvée à des époques connues; si donc 

on regarde son mouvement comme rectiligne et uniforme, la droite parcourue est assujettie à la 

double condition de rencontrer trois droites données et de former entre ces droites deux segments 

dont le rapport soit donné. Le problème est en général déterminé; pour le résoudre, on peut remar- 

quer qu’en menant par les droites sur lesquelles se trouvent les positions extrêmes, deux plans pa- 

rallèles entre eux, la position intermédiaire de la comète sera sur un plan parallèle à ceux-là et dont 

les distances à chacun d’eux sont dans le rapport donné. L’intersection de ce troisième plan avec la 

droite sur laquelle se trouve la position intermédiaire de la comète, détermine complétement cette 

position; malheureusement, il arrive dans le cas considéré que le plan et la droite qui, par leur 

intersection, fournissent le point cherché, se coupent sous un très-petit angle : si, en effet, on con- 

sidérait pendant le petit intervalle qui sépare les observations, le mouvement de la Terre comme 

rectiligne et uniforme, les trois rayons vecteurs dirigés vers la comète, animée elle-même d’un mou- 

vement rectiligne et uniforme, seraient rigoureusement parallèles À un méme plan, et le rayon vec- 

teur intermédiaire ferait un angle nul avec le plan parallèle aux deux autres. Mais l’hypothèse 

n'étant pas rigoureusement exacte, la conclusion ne l’est pas non plus, et l’on doit dire seulement 

que cet angle est très-petit. Or un point déterminé par l'intersection d’une droite et d’un plan très- 

peu inclinés l’un sur l’autre est, comme on sait, fort mal déterminé, et la plus légère variation dans 

les données peut lui faire subir un changement considérable, en sorte que les conditions dont nous 

avons fait usage n'étant vraies qu’approximativement, il n’y a aucun parti à tirer de la solution 

qu’elles fournissent. (J. Bertrand.) 
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Newton à donner une autre solution du problème des comètes, entièrement indépendante 

de l'hypothèse dont il s’agit, et dans laquelle on aurait égard en même temps à la courbure 

de l’arc parabolique et à la variation du mouvement. 

Telle est celle qu’on lit à la fin du troisième livre des Principes, et dans laquelle le génie 

inventeur ne brille pas moins que dans le reste de cet admirable ouvrage. 

Newton y donne d’abord un moyen de couper la corde qui sous-tend l’arc parabolique 

parcouru entre la première et la troisième observation , de manière que les parties soient à 

trés-peu près proportionnelles aux aires parcourues, et, par conséquent, aux temps em- 

ployés par la comète à décrire deux portions quelconques de cet are; et il remarque que 

cette proportion devient rigoureusement exacte, lorsque le point qui sépare les deux parties 

de l'arc tombe au sommet du diamètre qui partage la corde donnée en deux également. Il 

détermine ensuite la vitesse avec laquelle la même corde pourrait être parcourue unifor- 

mément dans un temps égal à celui que la comète emploie à décrire l'arc; enfin il déter- 

mine la force accélératrice qui dans le même temps ferait décrire, d’un mouvement unifor- 

_mément accéléré, une ligne égale à la flèche du même arc, comprise entre le sommet de 

l'arc et la corde. Newton n’emploie dans ces déterminations d’autres données que la dis- 

tance du sommet de l’are au foyer de la parabole, et la longueur de la corde, ou celle de la 

flèche; de sorte que comme par les propriétés de la parabole la flèche est égale au carré de 

la corde divisée par 16 fois la distance du sommet de l’arc au foyer, et que cette distance 

plus la flèche est égale à la demi-somme des distances des extrémités du même arc au foyer, 

on peut, par le moyen de ces théorèmes, déterminer immédiatement le temps employé à 

décrire l'arc parabolique, par la corde qui sous-tend cet are, et par la somme des rayons 

vecteurs qui répondent aux deux extrémités de l’arc. C’est ce que M. Lambert a fait depuis 

dans son beau Traité De orbitis cometarum, où il est parvenu à un des théorèmes les plus 

élégants et les plus utiles qui aient été trouvés jusqu'ici sur ce sujet, et qui a en même 

temps l’avantage de s'appliquer aussi aux orbites elliptiques. 

Pour en revenir à la solution de Newton, voici comment il la déduit des principes qu'il 

a posés. Il choisit trois observations de la comète, dont les intervalles soient peu différents, 

afin qu'au temps de la seconde observation la comète se soit trouvée peu éloignée du sommet 

de l’arc décrit entre la première et la troisième. Il mène, dans un plan qu'il regarde comme 

celui de l’écliptique, trois droites qui soient les projections des rayons visuels tirés de la 

Terre à la comète dans les trois observations, et dont la position est par conséquent connue. 

1] prend dans la droite qui répond à la seconde observation un point arbitraire pour la pro- 

jection du lieu de la comète; de ce point il coupe, dans la droite qui va au Soleil , une partie 

égale à la projection de la flèche qui doit sous-tendre l'arc parcouru dans l’intervalle donné 

entre la première et la troisième observation; et par l'extrémité de cette partie coupée il 

mène une droite dont les parties coupées par les deux lignes qui sont les projections des 

rayons visuels dans la première et dans la troisième observation, soient entre elles comme 

les intervalles entre ces observations et la seconde. Il est visible que cette droite serait la 

projection de la corde qui sous-tend le véritable arc parabolique décrit par la comète depuis 

la première jusqu’à la troisième observation, si 1° le point pris arbitrairement pour le lieu 

de la comète dans l’écliptique au temps de Ja deuxième observation était le véritable; 2° si 
Méc, anal. TI, fr 
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la comète au temps de cette observation s'était trouvée précisément au sommet de l'arc; 

3° si la corde qui sous-tend cet arc était coupée par le rayon vecteur du sommet en deux 

parties exactement proportionnelles aux temps employés à décrire les deux parties de l'arc 

qui sont de part et d’autre du sommet. Comme ces deux dernières conditions ont lieu à peu 

près, Newton se sert de cette première détermination de-la corde pour en trouver une plus 

exacie, au moyen du théorème qu’il a donné pour couper la corde dans une raison très- 

approchante de celle des temps. | 

Connaissant ainsi la longueur et la position de la corde projetée, il en déduit, au moyen 

des latitudes observées, celles de la véritable corde dans l'orbite, et il compare cette lon- 

gueur avec celle que la mème corde doit avoir pour répondre au temps écoulé entre la 

première et la troisième observation. Si ces deux quantités s'accordent, c’est une marque 

que les déterminations précédentes sont exactes; et il n’y a plus qu’à décrire l'orbite para- 

bolique par la condition qu’elle passe par les deux extrémités de la corde: ce qui est un 

problème déterminé et résoluble par les principes que Newton a établis dans le premier 

livre. Mais comme il est presque impossible que cet accord ait lieu dans la première opé- 

ration, Newton prescrit de réitérer la même opération en prenant deux différents points 

pour le lieu de la comète dans l’écliptique au temps de la seconde observation ; ensuite il 

coupe, dans les cordes projetées, des parties respectivement égales aux erreurs des opéra- 

tions, et faisant passer un arc de cercle par les points correspondants, il prend l'intersection 

de cet arc de cercle avec la droite qui est la projection du rayon visuel dans la première ou 

dans la troisième observation, pour le vrai lieu de la comète dans l’écliptique au temps de 

cette observation. De cette manière, Newton détermine les lieux de la comète dans l’éclip- 

tique au temps de la première et de la dernière observation, et de là il déduit ensuite par 

un calcul direct tous les éléments de l'orbite. 

Ce procédé de Newton serait sans doute plus exact, si au lieu d’un cercle il faisait passer 

une ligne parabolique par les points correspondant aux erreurs des différentes opérations; 

mais il faudrait alors avoir un plus grand nombre d’erreurs, et par conséquent multiplier 

davantage les opérations, ce qui allongerait considérablement la recherche dont il s’agit. 

D'ailleurs Newton ne regarde encore ces résultats que comme des approximations, ei il 

enseigne ensuite à les corriger par des doubles parties proportionnelles. 

Telle est en substance la méthode de Newton, que la plupart de ceux qui ont traité le 

problème des comètes après lui ont passée sous silence, ou n’ont regardée que comme une 

méthode graphique peu exacte et d’un usage difficile. Par le détail où nous venons d'entrer 

sur cette méthode, il est facile de juger que les difficultés qu’elles renferment naissent du 

fond même du sujet, et qu’on ne saurait employer plus de sagacité et d'adresse pour les 

surmonter. Le but de Newton est de réduire le problème à une seule inconnue, et il y par- 

vient par la considération de la corde qui sous-tend l’arc parcouru entre la première et la 

troisième chservation, et par le moyen qu’il donne pour la partager en deux parties pro- 

portionnelles aux aires paraboliques correspondantes. Si Newton avait voulu se contenter 

de supposer que le rayon vecteur qui répond à la seconde observation partage la corde en 

parties proportionnelles aux intervalles de temps entre cette observation et les deux autres, 

sa solution serait devenue beaucoup plus simple ; mais il a peut-être regardé cette suppo- 
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sition comme trop peu exacte, et il ne s’en est servi que pour trouver une première approxi- 

mation, qu’il a soin de corriger aussitôt. | 

Cependant, comme dans toute cette recherche il ne s’agit à proprement parler que de 

trouver des valeurs approchées qu’il est facile de corriger ensuite, il paraît qu on peut s'en 

tenir à cetie supposition, qui revient dans le fond à prendre, à la place des vrais secteurs 

paraboliques décrits entre les deux premières et les deux dernières observations ; les sec- 

teurs triangulaires formés par les mêmes rayons vecteurs et par les cordes des ares par- 

courus entre ces observations; car il est aisé de voir que ces secteurs sont exactement en 

raison des parties de la corde qui sous-tend l'arc entier, décrit entre Îa première ei la troi- 

sième observation. 

Cette remarque importante est due à M. Lambert, qui en a fait le plus heureux 

usage dans son Traité déjà cité. Mais avant de parler de cet ouvrage je dois faire mention 

de celui que M. Euler a donné en 1744 sous le titre de Theoria motus Planetarum et 

Cometarum, et qui paraît être le premier où le problème des comètes ait été traité analy- 

tiquement. 

M. Euler suppose d’abord que l’arc parcouru par la comète dans l'intervalle des obser- 

vations est très-petit, moyennant quoi il prouve facilement par la théorie des forces cen- 

trales que dans les points intermédiaires la corde de l'arc est coupée par le rayon vecteur 

en raison des temps, et il donne une formule assez simple, mais seulement approchée pour 

exprimer la flèche correspondante. 

D'après ces principes et en prenant pour inconnue la distance de la comète à la Terre 

dans la seconde observation , il détermine la position et la longueur de la corde qui sous- 

tend l'arc parcouru entre la première et la troisième observation; par conséquent, il trouve 

les lieux de la comète dans son orbite au temps de ces observations ; d'où il conclut ensuite 

tous les éléments de l'orbite. 

Jusqu'ici la solution de M. Euler est analogue à celle de Newton; mais pour déterminer 

la valeur de l’inconnue, M. Euler demande une quatrième observation, et en comparant 

le lieu donné par cette observation avec celui que la comète doit avoir dans le même instant 

dans l'orbite trouvée, il parvient à la détermination dont il s’agit par la méthode ordinaire 

de fausse position. 

Cette manière de trouver la valeur de l’inconnue est peut-être plus exacte que celle de 

Newton, surtout si, comme M. Euler le prescrit, on choisit une observation assez distante 

des premières. Maïs en mème temps on doit avouer qu’elle est moins directe, puisqu'on y 

emploie plus de données qu’il ne faut pour la solution complète du problème. 

L'hypothèse de la proportionnalité des parties de la corde aux temps correspondants est 

aussi la base de la solution que M. Lambert a donnée du problème des comètes dans le 

Traité déjà cité. Mais deux choses distinguent surtout cette solution : l’une, c’est le beau 

théorème que M. Lambert y donne pour exprimer le temps employé à parcourir un arc 

quelconque, au moyen de la corde qui sous-tend cet are et de la somme des deux rayons 

vecteurs qui répondent aux extrémités du même arc, théorème qui par sa simplicité et par 

sa généralité doit être regardé comme une des plus ingénieuses découvertes qui aient été 

Ar, 
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faites dans la théorie du système du monde (*\ ; l’autre, c’est le moyen que M. Lambert 

imaginé pour se dispenser de tenir compte de la flèche de l’arc parcouru, en considérant 

la projection des lieux de la Terre et de la comète sur un plan perpendiculaire à celui dans 

lequel la Terre, le Soleil et la comète se trouvent au temps de la seconde observation, et 

qui est déterminé par les deux lignes qui vont de la Ferre au Soleil et à la comète. Car il 

est visible que la projection du rayon vecteur de la comète sur le plan dont il s’agit doit se 

confondre avec la projection de Îa ligne visuelle menée de la Terre à la comète, et dont la 

position est connue par l'observation. D'ailleurs il est clair que si la corde est coupée par 

le rayon vecteur qui répond à la seconde observation en parties proportionnelles aux inter- 

valles de temps, la projection de cette corde sur un plan quelconque doit être coupée de 

même par la projection du rayon vecteur. Donc la projection de la corde sur le plan dont 

nous venons de parler sera coupée en parties proportionnelles aux temps, par la projection 

de la ligne menée de la Terre à la comète dans la seconde observation. Il s'ensuit de là qu’il 

n’y a qu’à prendre pour inconnue la partie de cette ligne projetée qui est comprise entre le 

lieu de la Terre et le point d’intersection de la corde projetée, et mener par ce point dans 

le plan de projection une droite telle, qu'elle soit coupée par lignes visuelles menées de la 

Terre à la comète dans la première et dans la troisième observation, et projetée également 

sur le même plan, de manière que les parties soient proportionnelles aux temps écoulés 

entre les trois observations. Cette droite sera la projection de la corde, dont on connaîtra 

par conséquent la position et la grandeur. De Îà on trouvera les valeurs des deux rayons 

vecteurs qui joignent cette corde, et enfin le temps que la comète a dû employer à parcourir 

l'arc sous-tendu par la même corde. Ce temps étant comparé avec l’intervalle entre la pre- 

inmière et la troisième observation, donnera une équation qui servira à déterminer l’in- 

connue. | | 

M. Lambert trouve que lorsque l’arc parcouru est assez petit, l'équation dont il s’agit ne 

monte qu’au sixième degré; mais nous avons prouvé (**) qu'il est impossible d’abaïsser l’é- 

quation finale au-dessous du septième degré, quand même on supposerait les intervalles 

écoulés entre les trois observations infiniment petits. Avant examiné d’où peut venir 

l’inexacütude de ce résultat, j’ai reconnu que c’est uniquement parce que M. Lambert prend 

la distance du point du milieu de la corde au Soleil pour la demi-somme des distances des 

extrémités de la même corde au Soleil, c’est-à-dire pour la demi-somme des rayons vec- 

teurs: ce qui n’est pas rigoureusement exact. [Îl est vrai que l'erreur doit être d'autant 

moindre que la corde est plus petite, de sorte qu'il semble qu'elle devrait disparaître dans 

l'infiniment petit; mais comme cette erreur a toujours une proportion finie avec les autres 

uantités qui deviennent aussi infiniment petites et d’où dépend la solution du problème, 

il n’est pas plus permis de la négliger qu’il ne le serait de négliger les carrés des différences 

prennères dans les équations différentielles du second ordre. 

(*) Nous avons déjà fait rémarquer, page 28, que le véritable auteur de ce beau théorème est 

Euler. (J. Bertrand. ) | 

(**) Mémoires de Berlin, 1979.  (J. Bertrand.) 
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Au reste, M. Lambert ne fait point usage de cette équation approchée, ni mème de l’é- 

quation générale, pour déterminer l’inconnue. Il abandonne au contraire l’analyse et fui 

substitue une construction, dans laquelle, au moyen de la description d'une courbe qu’il 

fait passer par différents points déterminés par plusieurs opérations successives, il déter- 

mine les vrais lieux de la comète et les éléments de son orbite; ensuite il corrige ces 

valeurs approchées par la méthode différentielle connue. On trouve cette méthode plus 

détaillée et appliquée en même temps à différents exemples dans la TIT* partie des Beyträge 

zum Gebrauche der Mathematik, etc. 

Ce que M. Lambert n’a point fait, a été entrepris depuis avec succès par M. Tempelhoff 

dans la pièce qui vient de partager le prix de l’Académie. En partant du même principe de 

la proportionnalité des parties de la corde aux temps, et en employant le théorème de 

M. Lambert pour déterminer le temps par la corde et par la somme des rayons vecteurs, 

M. Tempelhoff (*) parvient à une équation finale qui ne contient qu'une seule inconnue 

et qu'il résout par la méthode ordinaire de fausse position, L'application qu'il a faite de 

sa solution à la comète de 1769 en prouve la bonté et l'utilité. 

Les découvertes de M. Lambert, dont nous venons de rendre compte, ne sont pas les 

seules dont la théorie des comètes lui ait obligation. Ce savant a donné depuis, dans le vo- 

lume de l’Académie pour l’année 1971, un moyen très-ingénieux pour trouver directement 

les‘ distances de la comète au Soleil dans la seconde observation , en considérant la déviation 

du lieu apparent de la comète dans cette observation, par rapport au grand cercle de sphère 

qui passerait par les deux lieux apparents de la première et de la troisième observation. 

M. Lambert remarque que cette déviation est l’effet combiné de la courbure de l'arc par- 

couru par la Terre, et de celle de l’arc parcouru par la comète dans le même temps. Or la 

première courbure est connue; la seconde l’est aussi à très-peu près par la théorie des forces 

centrales, du moins tant que l'arc est supposé fort petit: ainsi l’on peut former une équa- 

tion qui servira à déterminer le vrai lieu de la comète. M. Lambert réduit le problème à 

trouver sur une droite donnée de position un point tel, que la partie déterminée par ce 

point fasse avec le cube de la distance de ce même point à un autre point donné hors de a 

droite dont il s’agit, un solide donné; et il est facile de se convaincre, en réduisant ce pro- 

bilème au calcul, qu'il conduit à une équation du septième degré: ce qui confirme ce que 

nous avons déjà avancé plus haut touchant la limite du degré de équation finale. On trouve 

un exemple de cette méthode dans les Éphémérides de 1997. 

els sont les principaux pas que l’on a faits Jusqu'ici dans la solution du problème des 

comètes. Comme la solution directe et rigoureuse est impossible, du moins dans l’état 

d'imperfection où est encore la théorie des équations, le seul objet qu’on puisse se proposer 

est de résoudre Le problème par approximation. On ne manque pas de méthodes pour cor- 

(*) Le prix proposé par l’Académie fut partagé entre Tempelhoff et le célèbre Condorcet. On 

éprouve quelque surprise en lisant la solution de Condorcet, de la trouver fondée sur l'hypothèse 

d’une première approximation obtenue en supposant le mouvement rectiligne et uniforme. On a vu 

plus haut que cette hypothèse est absolument inadmissible. (J. Bertrand.) 
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riger par des approximations successives les premières valeurs trouvées. Ainsi la difficulié 

ne consiste qu'à parvenir à une première approximation, et c'est le but des différentes 

méthodes dont nous venons de rendre compte. Maïs ces méthodes, quelque ingénieuses 

qu’elles soient, me paraissent laisser encore beaucoup à désirer. Car, 1° ces méthodes ne 

sont pas assez directes, n'étant pas tirées des principes de la question envisagée d’une ma- 

nière générale et rigoureuse, mais plutôt de considérations particulières et de suppositions 

précaires ; 2° elles sont assez compliquées et ne peuvent donner que des résultats incertains, 

puisqu'on n’y apprécie point l'effet des erreurs qui doivent naître des suppositions sur les- 

quelles elles sont fondées. La seule circonstance d’où l’on puisse déduire une première 

approximation, est que les observations soïent peu distantes entre elles ; il faut donc faire 

voir à priori, et par la nature même des équations fondamentales du problème, comment 

cetté supposition seule peut servir à trouver des valeurs approchées des inconnues ; ensuite 

il faut encore assigner des limites entre lesquelles on soït assuré que doivent tomber les 

véritables valeurs. Ce n’est qu’en observant ces conditions qu’on peut se flatter de parvenir 

à une solution satisfaisante du problème des comètes ; et c’est l’objet que l’Académie avait 

eu en vue en proposant ce problème pour le sujet du dernier prix de Mathématique. Quoi- 

que les deux pièces couronnées, et celles qui ont eu l’accessit, aient répandu beaucoup de 

nouvelles lumières sur cette question, il paraît néanmoïns qu’elle n’y a pas été envisagée 

sous le point de vue dont je viens de parler, et qu’on peut à cet égard la traiter encore 

comme un sujet entièrement nouveau. Ce sera l’objet d’un autre Mémoire (*). 

ne A 0 RE DR ge PEN Le END _ 

(*) Cette Notice remarquable de Lagrange fait partie de la collection des Mémoires de Berlin pour 

1798; on y retrouve la netteté et la profondeur des admirables Notices historiques qu'il a placées 

dans le premier volume de la Mécanique analytique. Nous avons cru devoir la reproduire, parce 

qu’elle est le développement de ce qui a été dit sur le même sujet à la page 37 du présent volume. I 

faudrait y ajouter aujourd’hui bien des pages pour compléter l’histoire de ce célèbre problème. Qu'il 

nous suffise de dire que les méthodes mentionnées dans cet article ne sont plus considérées aujourd’hui 

comme méthodes pratiques. Les astronomes emploient presque exclusivement, dans le cas des orbites 

paraboliques, la méthode d’Olbers dont les principes reviennent, au fond, à ceux proposés par 

Lambert. Lorsque l'orbite est elliptique, on a recours le plus ordinairement à la méthode de M. Gauss, | 

si clairement et si complétement exposée dans l'ouvrage intitulé Theoria motus corporum cœlestium. 

Il est intéressant de rapprocher, de la Notice qu'on vient de lire, la preface dans laquelle l’illustre géo- 

mètre de Gôttingue aborde l’histoire du problème qu’il veut résoudre. Nous devons mentionner aussi 

la méthode proposée par Laplace, qui devient avantageuse lorsqu'on dispose d’un grand nombre 

d'observations très-exactes et très-rapprochées.  (J. Bertrand.) 
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NÔTE IT. 

Sur la solution particulière que peut admettre le problème du mouvement 

d'un corps attiré vers deux centres fixes par des forces réciproquement 

proportionnelles aux carrés des distances; par M. J.-A. Serrer. 

Lagrange a remarqué, au chapitre LIT de la sect. VIT (*), que, dans le problème du mou- 

vement d’un corps attiré vers deux centres fixes par des forces réciproquement proportion- 

nelles aux carrés des distances, la trajectoire du mobile peut être une ellipse ou une 

hyperbole qui a pour foyers les deux centres fixes. Et la mème chose peut encore avoir lieu, 

si l’on ajoute un troisième centre fixe placé au milieu de la droïte qui joint les deux 

premiers et doué d’une action proportionnelle à la simple distance. Le raisonnement 

employé par Lagrange pour établir cette proposition laisse quelque chose à désirer, 

ainsi que nous en avons déjà fait l’observation; l’objet que nous avons en vue dans cette 

Note est de donner une démonstration rigoureuse du point dont il s’agit. 

Nous conserverons toutes les notations de l’auteur : aïnsi la distance des deux premiers 

centres fixes sera L; nous prendrons pour coordonnées du mobile les distances r, q à ces 

deux centres et l'angle o© que forme la projection de » sur un plan perpendiculaire à k, 

avec une droite fixe située dans ce même plan ; enfin, nous poserons r + g= setr— q=u. 

La force proportionnelle à la distance, et qui est dirigée vers le troisième centre fixe dont 

nous avons parlé plus haut, peut être décomposée en deux autres dirigées suivant les rayons 

r etgq et respectivement proportionnelles à ces rayons; en sorte que le mobile sera sollicité 

par les deux seules forces 
œ 6 | 
ee LE at 

æ, B, y désignant des constantes données. En nommant B, C, H les constantes introduites 

par les trois premières intégrations et en faisant, pour abréger, 

… le? 2 S=— st (+ D) RC ui 

he? U=— us (H 4 1) + (a — 6}u+ Cut h (a — E}u— Hhs— B?, 

le problèmese trouve ramené aux équations suivantes, où les variables sont séparées, savoir: 

| ds du 

VS VU 
BA? ds À (1) do _ À — B’'du 

(s— R\VS (u—#°) VU 

ee ee . u? du 

4VS  AVU 
rome mere ten Dot 

(*) Page r00 de ce volume. 
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les deux premières de ces équations appartiennent à la trajectoire et la troisième fait 

connaître l'élément du temps. Les constantes B, €, H peuvent être déterminées en se don- 

nant la position du mobile et sa vitesse au commencement du mouvement. Nous suppose- 

rons que cette détermination ait été faite, et alors, en désignant par r, 55, & les valeurs 

initiales de r, s, ©, les équations intégrales du problème seront 

l se du 
(2) Penn B 2° | | | se 

5 (s— 27) VS sa, (u?— h?) TU 

— [ Ss° ds 1 Un du 

À VS 4) VU 

Dans le cas général les intégrales contenues dans les équations (2) sont des fonctions 

abéliennes , maïs elles se réduisent à de simples fonctions elliptiques dans le cas de Ve ds 

On voit que généralement les coordonnées s et u dépendent l’une de l’autre; en d’autres 

termes, ces quantités sont toutes deux variables. Cependant il peut arriver que la trajectoire 

du mobile soit une ellipse ou une hyperbole ayant pour foyers et pour centre les trois cen- 

tres fixes ; c’est ce que nous allons expliquer. 

La première des équations (1), où B, €, H ont des valeurs déterminées, admet, outre son 

intégrale générale, la solution particulière, 

SÛ — O, 

en sorte qu'on pourra la vérifier en prenant pour s l’une des racines de $ — 0, ou pour & 

l’une des racines de Ü — o. Mais, pour que cette solution particulière puisse convenir à 

notre problème, il faut d'abord que la valeur initiale S, ou U, de $ ou U soit nulle; il faut 

ds er A ‘du 2: 

dt 0 ne Fe 0 ESS 9: 

l'indice o indiquant qu'il faut substituer 5, ou &, à s ou à w. 

donc que l'on ait 

En outre, cette condition, qui est nécessaire, n’est pas suflisante; car la solution parti- 

culière ne peut résoudre notre problème que si la solution générale indiquée par les équa- 

tions (2) est en défaut : ce qui ne peut arriver que si les intégrales définies qu elles con- 

tiennent, deviennent infinies. Or, pour que les intégrales 

À S ds PS ds f à ds 
ee F0) MT os 1 

CA VS Se ÿS 5, (s° Fr he?) VS 

doni l’élément est supposé infini pour s — s,, soient elles-mêmes infinies, il faut évidem- 

ment que le polynôme S contienne le facteur $s — 5, au moins à la seconde puissance; en 

d’autres termes, il faut que l'équation $ — o ait au moins deux racines égales à s,. 
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Âïinsi l’une des équations de la trajectoire sera 

S—=S) ou U = Us, 

e ? 

si l’on a 

ou 

dU 
Lo O, (SR )= O 

On conclut de là, comme l’a fait Lagrange, que la même section conique qui peut être 

décrite en vertu d’une force tendante à l’un des foyers et agissant en raison inverse du carré 

de la distance, ou tendante au centre et agissant en raison directe de la distance, peut l'être 

encore en vertu de trois forces pareïlles tendantes aux deux foyers et au centre. 

NOTE IV. 

Note sur un théorème de mécanique; par M. Ossran Bonwer. 

Lagrange a montré, à la page 101 de ce volume, que la mème section conique qui peut 
être décrite en vertu d’une force tendante à l’un des foyers en raison inverse du carré de 

la distance ou tendante au centre en raison directe de la distance, peut l'être encore, sous 

certaines conditions, en vertu de trois forces pareilles tendantes aux deux foyers et au 

centre; ce qui, dit-il, est très-remarquable. 

Legendre a été conduit plus tard à une conséquence analogue, maïs plus explicite, dans 

le Traité des fonctions elliptiques; on lit, en effet, à la page 426 du tome [* de cet 

ouvrage : | 

« Soit À le sommet d'une ellipse dont F et G sont les deux foyers, soit V’ la vitesse en À 

» nécessaire pour que cette ellipse soit décrite en vertu de la force À appliquée au foyer F, 

» soit pareïllement V/ la vitesse en A nécessaire pour que l’ellipse soit décrite en vertu 

» de la force B appliquée à l’autre foyer G; si ces deux forces agissent à la fois sur le mo- 

» bile et que la vitesse initiale V soit telle que V?= V”? + V/?, il décrira encore la même 

» courbe. » | 

Ces résultats ne sont que des corollaires d’un théorème général que l’on peut énoncer 
comme il suit : | 

Méc, anal, XI. 42 
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Taéorème. — Si plusieurs masses m,m',m",..., respectivement soumises à l’action 

des forces F, F', F/,..., et partant toutes d'un point À avec des vitesses V5, v,, V,,..., 

de grandeur différente, mais de méme direction, décrivent la même courbe ACB; la masse 

quelconque M, soumise à l’action de la résultante des forces F, F°, F?,..., et partant 

du point À avec une vitesse V, ayant la méme direction que les vitesses vs, 9, V5... 

décrira encore la courbe ACB, pourvu que les forces F, F', F”,..., soient indépen- 

dantes du temps et que la force vive initiale MN de la masse M soit égale à la somme 

ms + mp m +... 

des forces vives initiales des masses m, m', m",.... 

Démonstration. — Afin d’abréger le discours, appelons mouvements partiels ceux qui 

sont produits par les forces F, F’, F/,..., agissant séparément, et mouvement composé 

celui que produit la résultante de ces forces. 

Si le mobile M ne décrit pas la courbe ACB dans le mouvement composé, on pourra lui 

faire décrire cette courbe en adjoignant à la résultante des forces F, F”, F/,..., une force 

normale convenablement choisie, et l’on aura alors les équations connues 

MÉE=X+X EX" ….+Ncosa—Z2X+Neos«, 

ME =Y+V+ VV ...+Ncosf—2ZY+Ncosf, 

M =Z+Z ++... HNecosy=EZ +N cosy, 

X, Y, Z représentant les coordonnées du mobile au bout du temps £, (X, Y, Z), (X”, Y’, 7), 

(X", Y”, 2) ,..., les composantes respectives prises parallèlement aux axes des forces F, 

EF”, F7,..,,N l'intensité de la force normale, et «&, , y les angles que la direction de cette 

force fait avec les parties positives des axes des coordonnées. 

Maultipliant la première équation par 2 dx, la deuxième par 2 dy, la troisième par 2 dz, 

et ajoutant, il viendra | 

d.MV?= ::4dxE2X+ody2Y+odz2Z, 

V étant la vitesse du mobile au point x z: mais remarquons que #, p’, p/,,... étant les P > Pr €; q VV ) 

vitesses des masses m,m", m",..., lorsqu'elles passent par le même point dans les mouve- 

ments partiels, on a 
d.ms? —=2(Xdx +Ydy + Zdz), 

d,m'v"® = 02(X'dx + Y'dy + ZL'dz), 

d.m’v"®= 2 {(X"dx + N'dy +7 dz),.... 

{in a donc aussi 

d.MV?= d.ms? + d,m'o+ dim" b,., = Ed,.mrv = d.3.ms 
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d'ou, intégrant, 

MV?—cC —+- Du my, 

ou simplement 

MV°=— >; mv?, 

en remarquant que, d’après l'hypothèse, cette égalité a lieu au point de départ. 

Cela nous montre déjà que, pour toutes les positions comme pour la position initiale, la 

force vive de la masse M dans le mouvement que nous considérons, est égale à la somme 

des forces vives des masses m, m/, m",..., dans les mouvements partiels. 

IL est maintenant bien facile de prouver que la force N est nulle, et par conséquent que 

le mobile M parcourt la courbe ACB dans le mouvement composé. En effet, cette force est 

égale et contraire à la résultante de la force centrifuge et des composantes normales des 

forces F', F7, F/,...; or la force centrifuge dirigée en sens inverse du rayon de courbure 

de fa courbe est, en appelant p ce rayon de courbure, 

MV? 

% 
2 

ou, d'après ce que nous avons démontré, 

mo? mo"? m'v 
he 

p p F 

ns 

J 
d’ailleurs les composantes normales des forces F, F", F”,..., sont respectivement égales 

À me? me? mo”? 
et CONITAITES à — ——) 

Ê P F 

courbe ACB dans les mouvements partiels ; il y a donc équilibre entre la force centrifuge et 

»+.., puisque les masses m,m/', m",..., décrivent la 

les composantes normales des forces extérieures ; par conséquent, la force N est nulle. 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, le point complétement libre; s’il était assu- 

jetti à rester sur une surface, le théorème serait encore vrai, car ce dernier cas se ramène 

à celui d’un point libre par l'introduction d’une force normale à la surface. 
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NOTE V. 

Sur une manière particulière d'exprimer le temps dans les sections 

coniques, décrites par des forces tendantes au foyer et réciproquement 

proportionnelles aux carrés des distances; par LAGRANGE. | 

1. Feu M. Lambert, dans son excellent Traité sur les propriétés des orbites des comètes, 

a démontré ce beau théorème, que dans les ellipses décrites par des forces tendanies vers 

un des foyers, et agissantes en raïson inverse du carré des distances, le temps employé à 

parcourir un arc quelconque ne dépend que du grand axe, de la corde qui sous-tend l’arc 

parcouru, et de la somme des rayons vecteurs qui joignent les deux extrémités de cet arc ; 

en sorte que ces trois éléments étant supposés les mêmes, le temps sera aussi le même, 

quelle que soit d’ailieurs la forme de l’ellipse. 

La démonstration qu'il en donne est purement synthétique, et dépend d’une transfor- 

mation ingénieuse des secteurs elliptiques de laquelle il résulte que si, dans différentes 

ellipses qui aient le même grand axe, on prend des secteurs tels, que les cordes et les sommes 

des deux rayons vecteurs soient les mêmes, ces secteurs sont proportionnels aux racines 

carrées des paramètres respectifs ; d’où il s’ensuit que les temps employés à parcourir Îles 

arcs de ces secteurs doivent être les mêmes, puisqu’en général le temps est comme l'aire 

du secteur divisée par la racine carrée du paramètre. 

Ce théorème offre, comme l’on voit, un moyen de ramener la détermination du temps 

par un arc d’une ellipse donnée, à celle du temps par un arc d’une autre ellipse quelconque, 

qui ait le même grand axe, et même au temps par une partie de ce grand axe, en suppo- 

sant que l’ellipse se confonde avec l’axe par l’évanouissement de l'axe conjugué, et qu'un 

corps tombe par le même axe en partant d’une de ses extrémités, et étant continuellement 

attiré vers l’autre, par la même force centrale par laquelle il circulerait dans l’ellipse; et 

comme dans ce dernier cas l'arc se confond avec sa corde, qui devient égale à la différence 

des deux rayons vecteurs, il s'ensuit que si l’on nomme a le grand axe de l’ellipse proposée, 

b la somme des deux rayons vecteurs qui répondent aux deux bouts de l'arc parcouru, c la 

corde sous-tendue par cet arc, le temps employé à parcourir ce même arc sera égal 

au temps qu'un corps qui parcourrait l'axe a de la manière que nous avons dite, mettrait 

\ L e » . ? . « b C n « Ë 

à s'approcher ée l'extrémité inférieure de cet axe, depuis la distance jusqu'à la 

; — C 

distance - Or en considérant la chute recüligne d’un corps poussé vers un point fixe 

F ? . À * , e | a , . 

par une force — -; z étant la distance du corps à ce point, on trouve aisément que si Ce 
23° 

corps part du repos à la distance a, le temps employé à arriver à la distance z sera exprimé 
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par 

donc, s1 l’on fait 

on aura, pour le temps employé à décrire l'arc d’ellipse qui sous-tend la corde c, la diffé- 

rence de ces deux intégrales : 

I pdp I qdg 

V 2F P° V2F q° 
f a | Dore 

expression qui est surtout remarquable en ce qu’elle ne dépend que du grand axe de l’el- 

lipse proposée et nullement de son excentricité, et qui fournit par conséquent un moyen 

facile de réduire en Table la détermination du temps employé à parcourir un are d’une 

orbite elliptique quelconque; car si l’on fait 

b+ce b— c 
PERS , = $, 

2 4 24 

en sorte que p = «ar, qg = as, le temps répondant à la corde c dans l’ellipse dont le grand 

axe est &, sera exprimé par 
a 

a° rdr sds \ 

V2F Vr— r? Vs—s}? 

or lorsque c — a, auquel cas on a aussi b — a, r devient — r et s —0; et l’on a le temps 

depuis une abscide à l’autre, c'est-à-dire le temps de la demi-révolution; donc, si l’on 

construit une Table qui, pour chaque valeur de y, depuis y — 0 jusqu’à y —r, donne la 

# d Q e VA ® Lé \ 

valeur correspondante de Î SE. divisée par le double de la valeur qui répond à y —1; 
due à 

on n'aura qu à prendre dans cette Table la différence des nombres qui répondent à 

_b+e L Je hEeic 
PES mu € 

2 ti 

et multiplier ensuite cette différence par le temps de la révolution entière dans l’ellipse 

proposée, pour avoir sur-le-champ le temps répondant à l'arc sous-tendu par la corde c. 

Dans le ET volume des Tables astronomiques de l’Académie (*) (page 25), on trouve 

une pareille Table sous le nom de Chute elliptique des comètes, dans laquelle la première 

colonne, intitulée Distances, représente les valeurs de y en millièmes parties, et la seconde 

colonne, intitulée Temps, donne les nombres correspondants en parties millionièmes. 

PETER er tm 

(*) De l’Académie de Berlin. (J. Bertrand.) 
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Ce que je viens de dire suffit pour faire sentir l'utilité du théorème dont il s’agit; mais 

ce théorème mérite particulièrement l'attention des géomètres par lui-même, et parce qu'il 

paraît difficile d'y parvenir par le calcul; en sorte qu'on pourrait le mettre dans le petit 

nombre de ceux pour lesquels l’analyse géométrique semble avoir de l’avantage sur l’ana- 

lyse algébrique. Il est vrai que dans mes recherches sur le mouvement d’un corps attiré à 

la fois vers deux centres fixes par des forces en raison inverse des carrés des distances 

[voyez (*) le tome IV des Mémoires de Turin |, j'ai été conduit à ce même théorème, en sup- 

posant que la force qui agit vers l’un des centres s’évanouisse, et que ce même centre soit 

placé sur Îa circonférence de la section conique que le corps décrit alors; mais cette mé- 

thode est indirecte et demande des calculs assez compliqués; elle est par conséquent peu 

convenable pour démontrer un théorème qui se distingue surtout par sa simplicité. Jai 

donc cru qu’il serait avantageux aux progrès de l'analyse d’avoir une voie plus simple et 

plus naturelle pour parvenir à ce but, et je me flatte que celle que je vais proposer ne lais- 

sera rien à désirer sur ce suJet et pourra même être utile dans plusieurs autres OCCasions. 

2. Soient a le demi-grand axe de l’ellipse proposée, e son excentricité, 9 l’anomalie 

excentrique, qui répond à une anomalie vraie quelconque «, t le temps employé à décrire 

l’angle u; on sait que 
3 

t— a (p+esino), 

le rapport entre + et u étant donné par l’équation 

(9 1e u 
tang — — lang — 8; VE 82 

et le rayon vecteur r'étant exprimé ainsi par ®, 

r — a(i+ e cos). 

Ces propositions sont démontrées dans tous les livres d’Astronomie. 

Par le théorème de M. Lambert, le temps par un arc quelconque de cette ellipse est 

réduit à la différence des temps par deux arcs d’une autre ellipse qui ait le même grand 

axe 24, mais dont l'excentricité e soit — 1, ce qui réduit l’ellipse au grand axe en y fai- 

sant évanouir l’axe conjugué dont la valeur est « ÿr— e?, et par conséquent — 0 lorsque 

BA: 

Soit à la valeur de © qui répond au commencement de l'arc pour lequel on demande le 

temps; on aura 
" | 

a*[o—a+e(sing —sina)] 

pour le temps par l’arc dont le commencement répond à l’anomalie excentrique «, et dont 

la fin répond à l’anomalie excentrique 9. Il faut donc réduire cette expression à la diffé- 
3 

rence de deux expressions de la forme &*(o+ sinv); donc, si l’on dénote par x et y les 

(*) foyez aussi la page 104 de ce volume. (J. Bertrand.) 
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deux anomalies excentriques dans l’ellipse où e —7+, on aura 

3 3 

a To — cœ +é(sing —sina)|= a? (x + Sin X) — 4 CARS 
€ 

(y + siny). 

Donc, comparant ensemble les parties algébriques et les parties transcendanies , on aura 

ces deux équations 
? = X = L ES 

e(sino—sina)=sinx—siny, 

d'où l’on tirera x et y en y; ce qui n’a point de dificulté. 

En effet, si l'on met la seconde sous cette forme 

: ‘ MN een ÿ 
e(sinp — sina) = 2 cos : nt 

] se b e- V1 CR ] | ® El (e À e ? d l CE 9 2 , 

qu'ensuite on y substitue pour — sa valeur tirée de la première équation, on 

aura 
e e e + : VA + 

e(sinog—sinæ)== 2 sin” COS Re 

mais | 
. . DE ss. Det 

sing — sinX — 2 COS sin 
2 2 

e . 9- e ® — % 

donc, divisant de part et d'autre par 2sin ZT? On aura 

Æ + 
e cos — = COS — >, 

d’où l’on tire 

de là, et de ce que 

on tirera sur-le-champ 

p—c 2 ?+a\° GR Eté 
S1n Æ = COS ' RE € COS — esin COS 9 

2. 2 

. 9 — 4 2. v+ a 
SIN y — COS. à I—— €° | COS 2 

+ G. — à . D—@ DH x 2 
cos x = e cos 2 cos 2 -— sin ? 1— e° | cos 9. 

2 2° D: 2, 

( lt 4 ) — n y) — s p Fe œ à: 

COS Y == € COS Es COS —+ SIN I— €” | cos ; 

ainsi on connaîtra par ces formules les arcs cherchés x et y, emvetx. 
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3. Je remarque maintenant que r étant le rayon vecteur qui répond à l'anomalie excen- 

trique o dans l’ellipse proposée, si l’on nomme pareïllement p le rayon vecteur qui répond 

à l’anomalie excentrique « dans la même ellipse, on aura 

a À r—a(i+ecoso),  p—a(i+ecosæ); 
où l’on tire | 

op +a D — à COS ® + COSa _T+p 
€ COS —— cos = = T. 

2 2 2 2 ( 

De plus, u étant l’anomalie vraie qui répond à l’anomalie excentrique o, si l’on nomme 

aussi p l’anomalie vraie qui répond à l’anomalie excentrique «&, on aura 

tang = — se ? tang = — 2 
Da 1e 52° SE 1+e  °2 

et il est clair que u — v sera l'angle intercepté entre Îles rayons r et p; de sorte que si l’on 

nomme encore © la corde qui joint les extrémités des rayons r et p, on aura par la trigo- 

nométrie, | 
d = r°+p—02rpcos(u —+v). 

Qu'on substitue dans cette expression à la place de r, p et de u, v leurs valeurs en 9 et +; 

, | u É 
et pour cela .on remarquera que les expressions ci-dessus de tang , ©ttang= donnent 

aVi—e sin e + Coso 
SNU = —————— 3, COSU = A ———— ; 

r r 

et de même | 

: a V1 — €? Sin & € + COS & 
SIN Y = ——— ) COSY = 4 ———— ; 

if P 

de sorte que, comme cos(u — p) = cosu cosy + sinu sinv, on trouvera 

rpcos(u—p) = a?[(e + cosp) (e + cosa) + (1—e?) sinp sine] 

— a] cos(p — x) + e(coso + cosa) + e*(1—sinpsina)|, 

r+p= &[(1+ecosp) + (1+ ecosx)°] | 

— a?[ 2 + 2e(cos? + cosa) + e* (cos? + cos?) |; 
donc enfin on aura 

= a?[ 2 — 2COS(p—«x) + e* (cos*p + cosa — 2 +. 2 sin sin a) | 

— a?[ 2 — 2cos(p— x) —e* (sing —sina)] 

Le ? ER Le 

= 4e] (sin! :) — € (sin? cos? À) fÉ 2 2 2 

et tirant la racine carrée 

LS . — (} + & 2 

Ô—92asin? : /1—6 (cs! > ° 
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Faisant donc ces substitutions dans les expressions ci-dessus de cos x et cosy, on aura 

et de là 

a(i+ cosx) = TE, 

r 
a(1+ cos ÿ) = -———; 

Or x et y étant deux anomalies excentriques dans l” ellipse où e — 1, si l’on nomme p et q 

les rayons vecteurs correspondants, on aura 

p=a(i+ cosx), g=a(i+cosy); 

donc 

___ F+p—d r+p+ù 
PR, 7 7 nes 2 Fe 7 2 

et le temps employé à parcourir l’are sous-tendu par la corde d dans l’ellipse dont l’excen- 

tricité est e, sera égal à la différence des temps qui répondent aux rayons vecteurs p et q 

dans l’ellipse où e — 1; mais nous avons déjà vu que cette ellipse se confond avec l'axe, et 

que ses deux foyers tombent aux extrémités de l'axe 2 a; donc le temps dont il s’agit sera 

égal au temps employé à parcourir dans cet axe la partie interceptée entre les abscisses 

p et g; ce qui est le théorème de M. Lambert. 

4. Quoique la démonstration précédente soit assez simple, il semble qu’on pourrait la 

simplifier encore, en employant immédiatement le rayon vecteur à la place de anomalie 

excentrique; nous allons donc envisager la question de cette manière, et sans faire usage 

des propriétés connues de l’anomalie excentrique. 

Pour cela, nous remarquerons que le temps employé à décrire un arc quelconque d’une 

section conique, par un corps attiré vers l’un des foyers de cette section en vertu d’une force 

en raison inverse du carré de la distance, est toujours proportionnel à l'aire du secteur 

compris par l'arc dont il s’agit et les deux rayons vecteurs menés du foyer aux extrémités 

de cet arc, divisée par la racine carrée du paramètre de la section conique; c’est ce que 

Newton a démontré le premier et une foule d'auteurs après lui. 

Or si l’on nomme r le rayon vecteur, + l'angle de ce rayon avec le grand axe, p le demi- 

paramètre de l'orbite, e son excentricité, on a par la nature de l’ellipse 

P 

+ ecose 

r'd p 
donc, comme l'élément du secteur décrit par le rayon 7 est exprimé par » si l’on 

Méc. anal, II. 43 
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substitue dans cette expression la valeur de do en r iirée de l’équation précédente, et qu'on 

la divise par V p, on aura l'élément du temps employé à parcourir Parc do égal à la quantité 

Maïs en nommant & le demi-grand axe de l’ellipse, on a 

Le 24. p=a(i—e); 
substituant donc = à la place de 1 — e?, ei multipliant le haut et le bas de la fraction par 

« : 

k 2417 . 9 = 

=. on aura pour l’élément dont il s’agit 
VP | 

rdr 

/ . 
f 

Ru ner 
cd 

» On aura cette formule Donc, si l’on fait r — az et qu’on remetie 1 — €? à la place de Ê 
a 

différentielle 
3 

a? zdz 
| fer t per 

€ 1 op a Pl rl 1 — 7 c 7. ——— 1} Las 4 | LEVR dont l’intégrale prise, par exemple, depuis z = m jusqu'à z— n, donnera le temps em 

loyé à parcourir l’angle compris entre les ravons vecteurs ma et na. pioye à P 8 P * 

Soit z —1— 4, la formule précédente deviendra re 

& ti a’(udu — du) 
ie 3 

ÿe? — u? 
Ta. 499. a 7 Fr.» dont l'intégrale esi évidemment 

à È 3 u © 
ré are.cos — — ÿe? — #) : 

(4 

et la question se réduira à faire en sorte que la différence de deux intégrales de cette espèce 

pour deux différentes valeurs de u , soit égale à la différence de deux autres intégrales sem- 

blables, maïs dans lesquelles la constante & soit — 1. Ainsi il faudra satisfaire à l'équation 

u —_———. £ Res 
arc, COS — — Ve? U° — avc. cos - + Ve? a 

e e 

= arc. COST — Vi-— xŸ— arc. cosy + Vi — y}, 

laquelle, en comparant la partie algébrique avec la partie algébrique et la transcendante 

avec la transcendante, se pariage en ces deux-ci : 

Ve? nu? yo? 5° — Vi x? — Vi ——?, 

(72 $ 

arc. COS — —— arc. COS - — arc. COS X -——— arc.cos 1Æ 
£ e €. 
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dont la seconde donne par les théorèmes connus 

us + Ve— u? Ve — s RE 

e? 

et ces deux équations serviront à déterminer x et y ensetu. 

6. Faisons, pour abréger, 

Ve — ui — Ve — 5 — m, 

Us + Ve? — u? Ve! — s° 

e? MES 

et les équations dont il s’agit deviendront 

a) LL + diese Ver 

(2) zy + Vi Et Vi—y'=n. 

Or l'équation (1) étant carrée et ensuite ajoutée à l’équaiion (2) multipliée par 2, on 

aura 

2 L°— VHOxXY = nm +In; 

d'où l’on tire sur-le-champ 

x— = V2—0n—m"?. 

Ensuite l'équation (1) étant multipliée par Vi —x°+ V1— y? et divisée par m donne 

RE = <e2. fs 

In 

cette équation étant carrée et ensuite retranchée de l’équation (2) multipliée par 2, on a 

(y? x} 

2 XY — 9 + XL? À D pe  AN E : Sue rai ne 

savoir 
(x + 2 (x — ee 

(x + y} = 2 + PR a, 

et substituant pour (x — y} sa valeur ci-dessus 

rs : 92 — 27 — M. 

(D pe 2 home paf) . 

d’où l’on tire immédiatement 

Mir. 

1 —— /è 

Ainsi, connaissant la somme et la différence de x et y, où aura chacune de ces deux quan- 

tités. | 

43. 
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Donc le temps employé à parcourir l’arc compris entre les rayons vecteurs a(1—u), 

a(i—s), dans une ellipse dont le demi-grand axe serait à et l’excentricité e, sera égal au 

temps employé à parcourir l’arc compris entre les rayons vecteurs a(1—x), a(1— y), 

dans une autre ellipse qui aurait le même grand axe et où l’excentricité serait — 1, c'est- 

à-dire égale au temps employé à parcourir dans le grand axe même la différence de ces 

rayons ‘ 

1. Il reste encore à prouver qu'en nommant ag la corde qui joint les deux rayons vec- 

teurs a(1—u) et a(i—s), on aura 

a(i—u)+a(i—s)+aq 
et Sie C 

a(i—u)+a(i—s)— aq 

2 
a(i—x)— 

savoir 

U+S + 7 S — 

2 2 

: | U $ m ; à 
Pour cela, je remarque d’abord que l’on a entre -; -; —, n les mêmes équations 

: | e € € 

s e CEE CR! é Lé Lé 

qu'entre x, y, m,n, ce qui est visible par les premières formules du numéro précédent; 

donc en changeant ces dernières quantités en celles-là dans les formules finales du même 

numéro, On aura aussi 

U —S m° u +Ss m 1—+ 
ne 2 — QT — — et mes - , 

e e? e e I — /2 

savoir 

> ————— 1 + 7 
u—s—=#{(2—92n)e— 1m. et u+s=m/ ; 

I—— 7 

mails on a 

ET RS I + 7 
x—y=V2—on—m et r+y=m/ ; 

, ÏI — 

donc 

T+yY=u+S et le 
® 

Pour introduire maintenant la corde ag, je remarque que si l’on nomme £ et » les coor- 

données rectangles de l’ellipse prises depuis le foyer, et dont l’une E soit dans le grand axe, 

on aura 
hr r et Ë —rcosy, 

de sorte que par l'équation de l’ellipse 

p=r(i+ecoso), 
on aura 

p=r+eé; 
donc 

ES 

D p / es 2 

EL et = VE | 
e é 
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Mettant a(1—e?) à la place de p, et az — a(i—u) à la place de 7, on aura 

—— p° me 

= (u—e), ei Ve? — 1; 

nommant de même £, n’ les coordonnées qui répondent au rayon vecteur a(t—5s}), on 

aura 
— p? Rens ne 

E= (s—e), = S Vos 

Or 1l est évident que la corde qui joint les extrémités des deux rayons est égale à 

donc ayant déjà nommé cette corde ag, on aura 
s 

€ 
q = 

et par conséquent 

SRE 
Ayant donc 

LX+y=u+Ss et X— Y =, 

on aura 

U + Ss + | u +s — 
pr PE, = TT. 

2. 2. 

Cette démonstration du théorème dont il s’agit a, ce me semble, toute la simplicité qu'on 

y peut désirer. 

8. De là résulte donc ce théorème analytique assez remarquable, 

en SU pposant 

r—=a(i—u), p—=a(i—s), 2=a{1— x), é—a(i— y}; 

et 

“= 

q — = Vus) + (1 — €) (Ve — u? = Vers} | 

r r + —+- a T+p— ar 
HS sæt— Et; ps Pos COCO" PERTE Ts 

a a 2u4 | 
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donc 
Ps eq CE Pt 

2 | Ë . 
BE 

ter re) 
9. Voyons maintenant comment on peut généraliser ce théorème, et considérant pour 

cela la formule différentielle 
:l 

FGF 

Me cn 

cherchons à la réduire à la somme ou à la différence d’autres formules semblables qui con- 

tiennent des coeflicients arbitraires. Pour y parvenir de la manière la plus générale et fa 

plus simple, je suppose 

VH+MrENr— A +Br+Cs 

s étant une nouvelle variable, et À, B, C des coefficients constants quelconques; il est clair 

qu'en Ôôtant l’irrationnalité, on aura une équation du second degré entre r et s. De cette 

manière, la différentielle proposée se changera d’abord en celle-ci 

rdr 

À Br ECS 

Maintenant je prends deux autres variables x et y, et je suppose 

= L+ 7, S— XY; 

en sorte que les quantités 7 et s demeurent les mêmes en échangeant # et y entre elles; on 

aura ainsi 
RS AE ire hs y. 

Dr Véquation entre r et s étant carrée et ensuite différentiée donne 

[M+oNr—2B(A + Br+ Cs)ldr — 2C(À + Br + Cs)ds _ G: 

mais | | 
ds=xdr+{(r—2x)dx =xdr+(y—x)dx; 

donc substituant 

[M+oNr—o(B+Cx) (A+Br+Cs)]dr—2C(y—x)(A+Br+Cs)dx=o; 

donc, à cause de r = x + 7, on aura 

rdr L 2C(y7'— x')dx : | 

ALBr+Cs M+a2Nr—2(B+Cx)(A+Br+Cs) 

Changeant x en y, on aura donc aussi 

rür En 2C(x—y)dr 

A+Br+Cs D RU EU et AN ea red 
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par conséquent 

dx dy 

CTM+aNr—2(B+Cx)(A + Br EG) MaNr—2(B+Cy)(A + Br+Cs) 

donc, en prenant une quantité quelconque L, on aura en général 

rar rdr 2C(a?+ L)dx 

A+Br+Cs VEA+Mr+Nr — M+oNr—2(B+Cx){A+Br+Cs) 

-. ___ 20(y+4dr | 
M+oNr—92{B+Cy)(A+Br+Cs) 

Maintenant j'ai, à cause de s = rx — x*, 

HMr-Nr—AL(BE Cxrlr— Cr, V ( ) e?, 
47 à ol 3 d’où l’on ürera r en x. 

Pour cela, je carre cetie équation et ie l’ordonne par rapport à 7, j'ai 

[N—(B+ Cr) rt + [M 0 (B + Cx) (A — Caf)jr + H— (A — Ca) = 0: 

d’où je tire, en multipliant par 4N — 4(B + Cx)?, complétant le carré et extrayant la 

racine, 

2[N—(B+Cx}]r+M— 0(B+ Cx) (A — Cr?) — VX, 

en faisant, pour abréger, 

X—|[M—2{(B+Cx) (A—Crx)P —4IN—(B+Cx)} ][H— {A — Ca) |: 

ox le premier membre de l'équation précédente se réduit à 

M+oNr—2(B+Cx) (Br+4Crx + A— Cx), 

SavOIr à | 

M + aNr— 2(B+Cx) (À + Br +Cs). 

Ainsi on à 

M+oNr—0(B+Cx) (A+ Br+Cs) = VX. 

et changeant x en y, on aura pareïillement 

M+oNr—0o(B+Cy){(A +Br+Gs)— VY, 

où Ÿ sera une fonction de y semblable à la fonction X de x, en sorte que l'on aura 

Y=IM—2(B+ Cy) (A — Cy°} PF — AIN — (8 + C4 LE — (A— Cy°)° |, 

et l’on remarquera que Von. peut prendre dans les équations précédentes {es radicaux en —- 

ou en —- à volonté. 
Faisant donc ces substitutions dans l’équation ci-dessus, et prenant le radical VX en — 



34/ NOTES. 

et le radical VY en +, on aura enfin 

rdr __2C(x+h)dæ  2C(y+k)dy 

VH+Mr+Nr VX VY 
9 

h étant une quantité quelconque; où l’on voit qu'en supposant } constante, la différentielle 

proposée est réduite à la différence de deux autres différentielles analogues, mais beaucoup 

plus générales. 

10. Si l’on développe la quantité X et qu'on fasse pour plus de simplicité 

M\° Joss () __ HN — ABM — A°N — HB: 
RS a en et 

je MA + 2HB 

ES 

= — 4H; 

on aura 

| X = 4C{a + bx + cx*+ Mr + Nx°), 

et pareïllement 

Y=4C (a+ 87 + + M + No); 

donc substituant de la formule du numéro précédent, on aura 

rdr (a+ h)dx (y°+ h)jdy 
ee Sc 
ie 

VH +Mr+Nr a+ bz+cz+Ma<+Na Va+by+cy+MP+Ny 

et comme les quantités à, b, c renferment les trois constantes arbitraires A, B, C, on 

pourra regarder ces quantités elles-mêmes comme des constantes arbitraires, et la con- 

stante À sera pareïllement arbitraire. 

41. En regardant les quantités a, b, c comme données, on aura par les formules ci- 
dessus | 

Mb+oH(c+4H) 
M°+ 4 HN 

9 

À 

C 

B M(c+4H)—2Nb 
= 
C M°-+ {HN 

ensuite 

ainsi on connaîtra les trois quantités A, B, C,ena,b,c,M,N,H. 
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Ensuite, pour la détermination de x et y en r, on aura d’abord 

_VE+Mr+Nr'—A— Br 
GC ; 

mais | 

T+Y=F, as 

donc 

ours ur 
É 2, i ET EE 

$S1 done on fait 

Vr?— 4s—u, 

On aura. 
FH U F— 

A Se ee ; 9 Re NE 

et la quantité u sera 

: RER MERE 
L —= © —— © © — 7 ——— 

C 

12. Comme les constantes a, b, ce et h sont arbitraires, on peut les supposer nulles; 

on aura alors | 
rdr xx yAy 

anrpanat 

VH+MsENr VMz+Nz VMy ENy 

ainsi la différentielle proposée est réduite à la différence de deux autres diflérentielles sem- 

blables dans lesquelles H — 0; ce qui revient au cas du théorème de M. Lambert. 

Mais on peut faire cette même réduction d’une manière plus générale en supposant 

h=—R & a+bx+e+ Matt Nat= (rh) [14 M(x +4) N(x + A} 

ce qui donne 

a+ bx + ex = {x —k) + Mk(a—R)+N(— ok uk), 

et par conséquent 

a= Uk ME+NE,  b——oûk, c=l+Mk-2NEk; 

de cette manière, si l’on fait, pour abréger, 

x+k=x!, y+k= 7", 

on aura 

| rdr >. x' dx’ y'dy’ 

YH+MrENr W+Ma Nr” Y+My Nr” 

et supposant /— o, ce qui donne 

a=—MARENA,  b=o, c—Mk—oN#, 
Mée. anal, II, 4 
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on aura les mêmes formules que ci-dessus, mais avec cette différence que les variables x' 

et y! contiendront encore la constante arbitraire X. 

13. Je vais faire voir maintenant que l'équation entre u et r du n° 11 est celle d’une 

ellipse dans laquelle r serait le rayon vecteur partant d’un des foyers, et où w serait un 

autre rayon vecteur partant d’un autre point fixe quelconque placé dans le plan de l’ellipse 

ou non. 

En nommant, comme plus haut, p le paramètre, e l’excentricité, r le rayon vecteur, 

£ et n les coordonnées rectangles, on a, comme l’on sait, cette équation à l’ellipse 

r+eË=p; 
d'où l’on tire, à cause de r°= E?+ », 

p—r ___V—p+apr=(i—&)r Re 
€ (2 

a ce 

Soient maintenant &, 5, 7 les coordonnées rectangles qui déterminent la position du centre 

des rayons vecteurs uw, on aura évidemment 

Po 
savoir 

= ri—ouf — 2{5n + 0; 
en faisant, pour abréger, 

et substituant pour £ et n leurs valeurs en r, 

2 2 2 
= Fr + Sr E + 0? — Ter 2pr—(1—e)r*. 

Gette expression de 4° en r est, comme l’on voit, tout à fait semblable à celle du n° 4, 

et comparant les termes homologues, on aura 

24 __4B 2aP sv À AH fr 
CET re CU Tee 

2M _ f’p AN pire) 
Ge "C e 

et ces cinq équations serviront à déterminer les cinq quantités p,e, &, 6, y, dont les deux 

premières déterminent l’ellipse, et dont les trois dernières déterminent la position du centre 

des rayons w par rapport au plan de l’ellipse et au foyer des rayons r.. 

Dans ce cas, le radical VH + Mr+Nr? devient 

a a a EE V—p'+2pr (1—e)r?, 

P ou, nommant Je demi-grand axe x, et mettant — à la place de 1 — e*, 
T 

C6 Vp Encls Rss, 

26 P | T 
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. » s “d . 

de sorte que la différentielle "7" deviendra 
: VH + Mr+Nr 

2e rdr 

rire 
/ J—r+ar— 

| T 

c'est-à-dire proportionnelle à l'élément du temps dans la même ellipse (n° 4). 

9 

Donc on peut représenter ce temps par la différence de deux expressions de la forme 

(+ h)dz 
9 

d 

a+ bstes+ D Z° —— — 
FT 

les quantités a, b, c, h étant des constantes arbitraires, et la variable z étant dans l’une 

des deux expressions la somme, et dans l’autre la différence de deux rayons vecteurs de 

Vellipse, dont l’un parie à l'ordinaire du foyer, et dont l’autre parte d'un point fixe quel- 

conque dépendant des constantes a, b, c. 

14. Si l’on suppose que le centre des rayons w tombe sur la circonférence même de l’el- 

lipse, alors on aura y — o, et entre &, 5 la même équation qu'entre £ et n; ainsi il faudra 

; — 0 
substituer P à la place de «, et > — (=) à la place de 5 dans les formules du 

(22 

n° 13; mais comme ces substitutions mènent à des formules un peu compliquées, voici une 

manière plus simple et plus directe d’analyser le cas dont il s’agit. 

Je remarque qu’en faisant r — d (d étant — Vo + B*+ y? par le n° 15, et par consé- 

quent égale à la distance du centre des rayons w au foyer des rayons r) on doit avoir u—0, 

et par conséquent x = y {n° 11). | 

Je reprends maintenant les deux formules du n° 9, dans la première desquelles je donne 

le signe — au radical VX, conformément à ce que J'ai dit dans le même numéro : 

M+oNr — 2 (B + Cx) (A + Br + Cs) = — VX, 

Mes Nrs (B+ Cry) (A+ Br + Cs) — VY; 

soustrayant la première dela seconde, j'ai celle-ei 

—2C(y—x) (A+ Br+ Cs) — VY + VX, 

et il faudra qu'en faisant r — d on ait x — y; par conséquent, à cause de = x +, 

L—=—-) = es 
2 Y 2 

sont deux valeurs de x et de y qui doivent satisfaire à l'équation précédente. Or, par ces 

suppositions, le premier membre devient nul, et le second devieat 4 C VA en supposant 

5 à D) | a 8 @) 4 

A=a+b-+cl-) +MI-) +N(-), 
2 2 \2) 2 

f4. 
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° e [2 ? d L] L] 4 La | 

donc on doit avoir À — o; par conséquent — doit être une racine des équations semblables 
2 | | 

X 0; Ÿ — 0. 

Nais cela ne suffit pas encore pour satisfaire à l'équation ci-dessus; il faut encore qu’en 

ER \ 9 » Ô 2 » . L e supposant x et y très-peu différents de = l’équation puisse subsister, et donne une rela- 

üon possible entre x et y; donc il faudra qu’en faisani 

Le : + —= ? + se PRES 

Ed J 2 à 

et regardant y et y comme très-petites, on ait une équation possible entre u et v. 

_ Or faisant ces substitutions, et rejetant les termes du second ordre, on a, en supposant 
d A 

nn ess 

un idd” 

—(4a+B3+%) (op) = VA A + VA A: 

mais À — 0, donc l’équation devient 

A 

laquelle étant divisée par Vu + V dl, donne 

—(Aa+B3+0T) (Vo — Va) = VA: 

done la quantité VA doit être infiniment petite de l’ordre Vv; done 4 doit être — 0. 

be y E | 
De là il est aisé de conclure, par la théorie connue, que — doit être une racine double 

2 

de l’équation X = o, ainsi que de l'équation Y — 0. 

De sorte que les quantités X et Ÿ seront de la forme 

d 3 

X — (a — :) ({<+ mx + nax°), 
2 

3 

Ÿ = (7°) (+ my + ny°), 

où, ce qui revient au mème, de la forme 

X= 40 (x —5) | 74m (e+s)+n(z+c) |, 
2 2 | 2 

Y=4iC =) lan hlelss ; 
Si PT PT, TT, | 
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et comparant cette forme avec la forme générale des quantités X et Ÿ du n° 10, on trouvera 

| a. 
ne IN, m — M, l=c+N=+N _… 

de sorte que la constante / demeurera arbitraire, à cause qu’elle contient l'arbitraire c. 

On aura donc précisément le cas du n° 12 en prenant # — 2; de sorte qu’en supposant 

de plus /— 0, on aura 

rdr __  x'dz’ y'dy’ 

| VAE Mr ENT VMaENe® VMy ENy® 
savoir (n° 13) 

rdr z' dx’ y'dy’ 
a —————— — ——————— 9 

r°? fax! x’? / : y"? 

— DT — — 2 X'— — 2! —"— 
Ps T \ T } T 

où 

Ô rHÔ+u Ô PHÔ—u 
Target | : | — me. (mo PT. Hit ou paye ie tit (ue1n 

Or il est visible que r et d sont deux rayons vecteurs, et que w est alors la corde qui joint 

ces rayons; donc, puisque x’— y", lorsque u = 0, auquel cas r = 0, il s'ensuit que la 

différence des intégrales de 

æ'dx , y'dy 
=, , LÉ TT 

/ æ" / / . 
2X'— — \ 27 Mate 

T 

exprimera justement le temps employé à parcourir l'angle compris entre Îes deux rayons 

vecteurs d et r, c'est-à-dire l'arc sous-tendu par la corde u; ce qui est le théorème de 

M. Lambert (*). 

(*) Ce Mémoire est extrait de la collection des Mémoires de l’Académie de Berlin pour 1778. Les 

démonstrations que Lagrange y donne y sont certainement très-complètes, très-élégantes et surtout 

très-naturelles, en supposant le théorème connu à l'avance; mais on ne peut s'empêcher de regretter 

qu'il n'ait pas insisté davantage sur la remarquable démonstration de Lambert, qui fait partie de son 

Traité De orbitis cometarum. Je n'ai pas cru que cette démonstration, toute géométrique, püt 

trouver place dans la Mécanique analytique, et j'ai renoncé au plaisir que j'aurais eu à la reproduire; 

je ne puis que la signaler au lecteur, avec le reste de l'excellent ouvrage où elle se trouve, comme 

l’un des écrits qui, sous beaucoup de rapports, se rapprochent le plus de l’immortel ouvrage de 

Newton. (7. Bertrand.) 
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NOTE VI. 

Sur la plus courte distance entre deux points d'une surface. 

Lorsqu'un point matériel se meut sur une surface fixe, et que, soumis à la seule 

influence d’une vitesse initiale, il n’est sollicité par aucune force, Lagrange démontre 

(page 166) que la vitesse est constante et la ligne qu’il décrit la plus courte que l’on puisse 

inener entre deux de ses points. Pour prouver cette proposition, l’illustre auteur se borne 

à monirer que la variation de l’arc f'ds est nulle et par conséquent il y a maximum ou 

minimum ; or, dit-il, il ne peut y avoir maximum, donc il y à minimum. Cetie manière 

de raisonner n’est pas admissible; on sait, en effet, qu’une intégrale dont la variation esi 

nulle peut fort bien n'être ni maximum ni minimum ; dans le cas particulier dont il s’agit, 

l’assertion de Lagrange est cependant exacte, comme on peut le démontrer en quelques 

mots. 

L'équation différentielle qui exprime que la variation de l’intégrale fds est nulle, 

prouve, comme on sait, que le plan osculateur de la courbe est, en chaque point, normal 

à la surface. Or, en supposant les deux extrémités de l’arc considéré infiniment voisines 

l'une de l’autre, parmi tous les arcs qui peuvent les réunir sur la surface, le plus petit, 

celui qui différera le moins de la corde, sera évidemment l'arc dont la courbure est la plus 

petite, c'est-à-dire dont le rayon de courbure est le plus grand. Gr, les arcs qui réunissent 

deux points infiniment voisins d’une surface peuvent être considérés comme ayant même 

tangente et, par conséquent, d’après un théorème bien connu de Meunier, celui dont le 

plan osculaieur est normal à la surface, a le rayon de courbure maximum et est par consé- 

quent le plus court. | 

La proposition énoncée par Lagrange est exacte, comme on vient de le voir, pour un arc 

infiniment petit quelconque; mais elle cesserait de l’être si l’on considérait un arc d’une 

grandeur finie. Il existe sur ce sujet un théorème curieux énoncé sans démonstration par 

Jacobi, qui donne un moyen général de déterminer, pour chaque ligne tracée sur une 

surface et satisfaisant aux conditions de minimum, les limites entre lesquelles elle est 

réellement {a plus courte. 

Soit AMV une telle ligne : avancons-nous sur cette ligne à partir du point À, considéré 

comme limite fixe en marchant vers les points suivants de la courbe. Si l’on prend l’un 

de ces points comme seconde limite, il pourra arriver qu'entre ce point et le premier il 

passe une autre courbe pour laquelle la condition analytique du minimum soit également 

remplie; eh bien, la ligne considérée cessera d'être minimum entre le point À et la 

seconde extrémilé considérée, en un point pour lequel cette seconde ligne se confond 

avec La première. 

Ce théorème n'a pas été démontré par les géomêtres qui ont commenté la célèbre lettre 
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dans laquelle 1} est énoncé (Fe Nous croyons faire une chose utile en indiquant rapidement 

comment 1l résulte de l'analyse de Jacob1. 

L'intégrale considérée étant , en général, 

d fre. je ër) dx, 

la variation peut prendre la forme 

SVdydx, 

V étant la fonction qui, égalée à zéro, fournit l'équation que l’on doit intégrer pour résoudre 

le problème. 
: : Dh À Ne 

Pour qu'il y ait minimum, il faut que la fonction —= 
dy"? 

les limites de l'intégration. Or cette condition ne peut manquer d’être remplie, quelles que 

reste constamment positive entre 

soient ces limites, puisque nous avons vu qu'il y a toujours minimum entre deux limites 

quelconques qui sont suffisamment rapprochées. Il faut en outre, d’après l'analyse de 

Jacobi, qu’en désignant par y l'expression déduite de l'équation 

Ve 0, 

et qui renferme deux constantes arbitraires a et b, on puisse déterminer deux constantes 

a et B telles, qu’en posant 

L'expression 
df r d°f da 

dy dy u dy"? dx 

ne devienne pas infinie entre les limites de l’intégration, ou, ce qui revient au même, en 

général, de telle sorte que w puisse ne pas devenir nul entre les mêmes limites. Il est clair, 

P d’après cela, que, pour chaque valeur de =, s'il arrive que l’expression & s’annule en deux à 

points de la ligne minimum fournie par le calcul des variations, entre ces deux points ex- 

trèmes, on pourra aflirmer que l'intégrale est un minimum. Or je dis qu'ils jouiront préci- 

sément de la propriété signalée par Jacobi, c’est-à-dire que l’on pourra mener de l’un à 

l’autre deux lignes infiniment voisines présentant également la propriété de minimum. 

Remarquons, en effet, que l'expression 

dy | dy 
ua + 

est l'intégrale générale de l’équation linéaire 

2V—0o, 
mens rene me 

(*) Journal de M. Crelle, tome XVIT; et Journal de M. Liouville, tome ILE.  (J. Bertrand.) 



352 NOTES. 

dans laquelle on considère dy comme inconnue (vor le Mémoire de Jacobi). Si donc on 

attribue à y la valeur 

JTu, 

& et B étant choisis, ce qui est permis, de telle manière que u soit infiniment petit, l’ex- 

pression V s’annulera, puisque la valeur de y s’annule par hypothèse, et que l’accroisse- 

ment infiniment petit u rend sa variation égale à zéro. 

On aura donc deux lignes infiniment voisines réunissant les deux mêmes points, et pour 

lesquelles la condition 
V—o 

sera remplie, c’est-à-dire qui satisferont également aux conditions de minimum. 

La proposition ainsi démontrée n’est pas identique avec celle de Jacobi , maïs il me semble 

permis de supposer que l’illustre auteur est allé un peu trop loin dans l'indication rapide 

qu’il a donnée de ses résultats ; il est clair, par exemple, que les conditions trouvées par lui 

sont suffisantes, mais jamais nécessaires à l’existence du minimum. Il n’y a donc jamais 

lieu d'affirmer que le minimum cesse d’exister, par cela même que la fonction U devient 

nulle. Or c’est là ce qu’il faudrait faire pour que l'énoncé prit la forme complétement aflir- 

mative que nous avons transcrite plus haut. 

Remarquons, avant de terminer cette Note, que le Mémoire de Jacobi contient l'énoncé 

d’un autre théorème bien remarquable. | 

St les deux courbures d'une surface sont opposées en chaque point, la ligne qui satisfait 

aux conditions analytiques du minimum est toujours réellement la plus courte. 

Nous nous bornons à rappeler cet énoncé aux géomètres ; la discussion plus détaillée du 

problème de géométrie qui fait l’objet de cette Note ne serait pas ici à sa place. 

(Note de M. TJ. Bertrand.) 

NOTE VIE 

Note sur une formule de Lagrange, relative au mouvement pendulair'e; 

par M. À. Bravais. 

Mon édition de la Hécanique analytique (Paris, 1815) renfermant plusieurs fautes typo- 

graphiques, je vais reprendre les calculs de Lagrange à la page 197 du tome If (page 172 

de l'édition actuelle). 

Lagrange veut calculer l’angle-de rotation 6 du pendule autour de la verticale, et il écrit 
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que : & et 5 étani Les amplitudes maximum et minimum, d l'amplitude variable avec le 

temps, et o« un angle auxiliaire donné par la formule 

CcOsŸ — cos a sin” 7 + cosf cos’ o, 

on aura 
CT OT ; CR . | V2 V2sinzsinf do Vz V2 sin sin 8 do 

AD = © + nee 
Vcos 2 + cos B (1 + cosh)3 Vcose + cos B (r— cosŸ)z 

On a d’ailleurs 
COS & + cos Ê 

PR 
2 + 4 cosa COsÉ + costs + cos’ f 

E= Vi+x (cosfi — cosz) cos 20. 

; à CE n « TT m e À « 

Il s’agit d'intégrer de 6 = 0 à © — =? Ou, ce qui revient au même, det—cad—=f,en 

ienant compte des termes du second ordre en &, 6, et négligeant ceux du quatrième ordre. 

Le calcul du premier des deux termes qui composent la valeur de do n'offre aucune diffi- 

culté ; on peut poser 

rs Um É, 1460802, Vcose + cos — 2, sino sinf — af; 

on trouve alors, pour ce premier terme, 

et, intégrant, 

Le calcul du second terme est plus compliqué, parce que le dénominateur renferme le 

facteur 1 — cosŸ, qui est [lui-même du second ordre. 

Faites, avec Lagrange, | 

cos? Ê —— cos’ & 
———— © °° © = sin 2; 
2 + 4 cose cos B + cos’ « + cos’ B £ 

cos B — cos s 
© ——— = sin 2; 
2 — COS — cos à 

VOUS aurez 

H 2 
CES 

1 — cosŸ (2 — cos — cosB) cos’v (1 Ee tang?y — 2 tang v COS 26) 

£ 2 

Den RS nn in sr AE LH, à C! 

(1— cosŸ)3 (2 — cosa — cos R) cos? cosy [A+ B'cos 26 + cos4c |, 

ou, plus simplement, en supprimant les termes en cos26, cosÂa, lesquels doivent 

disparaître par l'intégration, 

j 2 A” 2 (A -+ Btangy + C tang’v +...) 
ms CERTES mo nm nm ae 

(1 — cosd)5 (a — cosx — cos B) cos?» cosy (2 — cosz — cos B) cost v cosy (1 — tang’») 

Méc, anal, I. 45 
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Dans cetie formule, on a d’ailleurs 

À — tétons" 7e i T 

B — —tangy —..., 

— 2, C— Stang y + .... 

ce qui change le terme à calculer en 

V2 sine sing 2 da {1 + +tang? — tangy tang y + À tang?y tang?s +...) 

V2 + 4 cos a cos G + cos’a + cos?B (2 — cosa — cos B) cosy cos? [1 — tang’» ) 

à] . ; T . 
En intégrant de 6 — 0 à 6 — 5? Ce terme devient 

sin & sin B 7 V2 I ï 

2 — COSa — cos Ë V2 + 4. cosx cosB + cos’4 + cos’ B COS 7 COS 2» 

XX (1 + -lang? tang”y tangy + < tang?y tang°v...). 

Si l’on néglige les quantités du quatrième ordre en &, 6, le premier facteur aura pour 

valeur 
2 a. HS ie 

le deuxième facteur sera 

le troisième facteur sera 

le quatrième facteur sera égal à 

le cinquième facteur sera égal à 

L œ— fi I — COS 2 y (a — B }? 
CR ER SECTE RS NP 0 17; I ne nt Si 10 

16 I + COS 2 ? 16 

Le produit total sera donc 

se r «$ 
et, en lui ajoutant 4. on trouvera 

® étant la différence des valeurs de la variable ©, entre les limites d= «x et ÿ==f5. 
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Lagrange a trouvé 

DT SE » 
To do CE 

son erreur provient de ce que, dans le calcul du second terme de do, il a écrit, par 

mégarde, au dénominateur, 1 + tang* y au lieu de 1 —- tang” y, erreur qui a fait disparaître 

et par cette suppression le facteur nn rovenant de — + P PP a + 2 P 6 2 — COSG — COS B 

sin & sin 
le facteur É COS 2y 

s’est trouvé introduit dans la valeur de ®. 

On peut s'étonner que Lagrange n'ait pas reconnu une telle erreur; ear la formule 

r ab 

donne pour l'orbite du mobile, comme Lagrange en fait lui-même la remarque, une courbe 

festonnée, dans laquelle le rapport de l'amplitude angulaire 2 des festons à la demi- 

circonférence peut varier d’une manière quelconque entre o et 1 : or il suffit de jeter les 

yeux sur un pendule oscillant elliptiquement, et, par exemple, sur un fil à plomb ordi- 

naire , pour reconnaître que ce résultat est complétement contredit par l'observation. Tant 

il est vrai que l'erreur est tellement humaine , qu’elle peut se glisser sous la plume du plus 

illustre géomètre (*). | | | 

NOTE VITE. 

Sur la propagation des ondes. 

Lagrange admet, page 296, que les résultats auxquels il a été conduit dans le cas d’un 

canal peu profond peuvent s'appliquer au mouvement d’une masse liquide de profondeur 

quelconque, parce que, dit-il, on peut admettre que l’eau n’est ébranlée et remuée qu’à 

une profondeur très-petite : supposition plausible, ajoute-t-il, et que l’expérience semble 

confirmer. 1 ne semble pas qu'il y aït lieu d'accepter cette extension des formules, et les 

expériences, bien difficiles à faire en pareille matière, seraient d’ailleurs fort peu con- 

cluantes, car, la masse liquide augmentant indéfiniment avec la profondeur du milieu, le 

mouvement de chaque particule pourrait devenir insensible aux épreuves les plus délicates, 

(*) Forez pour plus de développements sur la théorie da pendule conique un Mémoire de M. Ri- 

chelot (Journal de M. Crelle, tome XLV), et une thèse trés-intéressante présentée par M. Tissot à la 

Faculté des Sciences de Paris et insérée au tome XVI du Journal de M. Liouville. (7. Bertrand.) 

45. 
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sans que l’on soit en droit d’aflirmer qu'il n'y a pas une masse considérable de force vive 

transmise et perdue. 

Poisson, qui s’est occupé à plusieurs reprises de la question des ondes, a traité le point 

dont il s’agit, et la critique qu'il fait du passage de Dasfanse me paraît fondée et ingénieuse. 

Je crois utile de le reproduire 1c1. 

« Lagrange traite, dans la Mécanique analytique, le cas où la profondeur du fluide est 

supposée très-petite et constante. Il démontre qu'alors la propagation des ondes a lieu 

suivant les mêmes lois que celles du son, en sorte que leur vitesse est constante et indé- 

pendante de l’ébranlement primitif; et de plus, il la trouve proportionnelle à la racine 

carrée de la profondeur du fluide, lorsqu'il est contenu dans un canal qui a la même lar- 

geur dans toute son étendue. Il suppose ensuite que le mouvement excité à la surface 

d’un fluide incompressible d’une profondeur quelconque ne se transmet qu'à de très- 

petites distances au-dessous de cette surface, d’où il conclut que son analyse donne en- 

core la solution du problème, quelque grande que soit la profondeur du liquide que 

l'on considère; de manière que si l’observation faisait connaître la distance à laquelle Le 

mouvement est insensible, la vitesse de propagation des ondes à la surface serait propor- 

tionnelle à la racine carrée de cette distance; et, réciproquement, si cette vitesse est 

mesurée directement, on en pourra déduire la petite profondeur à laquelle le mouvement 

parvient. Mais qu'il nous soit permis d'exposer ici quelques observations fort simples 

qui prouvent que cette extension donnée à la solution de Lagrange ne peut pas être légi- 

time et que les choses ne se passent pas ainsi, lorsqu'on a égard au mouvement dans Îe 

sens vertical. | 

En effet, le mouvement dans ce sens n’est pas brusquement interrompu; les vitesses et 

les oscillations des molécules diminuent à mesure que l’on s’enfonce au-dessous de la 

surface, et la distance à laquelle on peut les regarder comme insensibles , en admettant 

même pour un moment qu’elle soit très-petite, n’est pas une quantité déterminée qui 

puisse entrer, comme on le suppose, dans l'expression de la vitesse à la surface. Pour 

fixer les idées, supposons la profondeur et les autres dimensions du fluide infinies ou 

assez grandes pour qu’elles ne puissent avoir aucune influence sur la loi du mouvement ; 

supposons aussi que la masse entière n’a reçu, primitivement, aucune vitesse, et que 

l'ébranlement a été produit de la manière suivante, qui est la plus facile à se représenter. 

On plonge dans l’eau, en l’enfonçant très-peu, un corps solide d’une forme connue; on 

donne au fluide le temps de revenir au repos, puis on retire subitement le corps plongé. 

Il se produit, autour de l'endroit qu’il occupait, des ondes dont il s’agit de déterminer la 

propagation. Or il est évident que la profondeur du liquide ayant disparu, les seules 

lignes qui soient comprises parmi les données de la question sont les dimensions du corps 

plongé et l’espace que parcourt un corps pesant dans un temps déterminé; par consé- 

quent, l’espace parcouru par chaque onde à la surface de l’eau ne peut être qu'une fonc- 

tion de ces deux sortes de lignes. Si donc la vitesse des ondes est indépendante de l’ébran- 

lement primitif, c’est-à-dire de la forme et des dimensions du corps plongé, il faudra, 

d’après le principe de l’homogénéité des quantités, que l’espace qu’elles parcourent dans 

un temps quelconque soit égal à l’espace parcouru pendant le même temps par un corps I J s E P [! 
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pesant, multiplié par une quantité abstraite indépendante de toute unité de ligne ou de 

temps ; donc alors le mouvement des ondes sera semblable à celui des corps graves, avec 

une accélération qui sera un certain multiple ou une certaine fraction de Paccélération 

de la pesanteur; si, au contraire, le mouvement des ondes est uniforme, il faut, d’après 

le même principe d’homogénéité, que leur vitesse dépende de l’ébranlement primitif, de 

manière que l’espace parcouru dans un temps donné soit une moyenne proportionnelle 

entre deux lignes, savoir : la ligne décrite dans le même temps par un corps grave, et 

l’une des dimensions ou, plus généralement, une fonction linéaire des dimensions du 

corps plongé. Il pourrait encore arriver que le mouvement des ondes füt accéléré, et 

que l'accélération dépendit du rapport numérique qui existe entre ces dimensions : c'est 

au calcul à décider lequel de ces mouvements doit avoir effectivement lieu ; maïs on voit, 

à priori, qu'ils sont également contraires aux résultats de la Mécanique analytique. » 

Nous renverrons, pour la solution du problème, au Mémoire même de Poisson | Afé- 

motres de l’Fnstitut (Académie des Sciences), tome 1 |; on y trouve des résultats tout op- 

posés à ceux qu'avait admis Lagrange, et notamment la preuve qu’il existe des ondes dont 

le mouvement est uniformément accéléré. 
(Note de M. J. Bertrand.) 

NOTE IX. 

Sur un théorème de M. Gauss. 

M. Gauss a fait connaitre, dans le tome 1V du Journal de M. Crelle, un beau théorème qui 

eomprend à la fois les lois générales de l'équilibre et du mouvement, et semble l'expression 

la plus générale et la plus élégante qu'on soit parvenu à leur donner; les lecieurs français 

nous sauront gré de reproduire ici la traduction des quelques pages consacrées par l’illustre 

géomètre à l'exposition du nouveau principe. 

« Le principe des vitesses virtuelles transforme, comme on sait, tout problème de sta- 

tique en une question de mathématiques pures, et, par Île principe de d’Alembert, la 

dynamique est, à son tour, ramenée à la siatique. Il résulte de là qu'aucun principe 

fondamental de l'équilibre et du mouvement ne peut être essentiellement distinct de ceux 

que nous venons de citer, et que l’on pourra toujours, quel qu'il soit, le regarder comme 

leur conséquence plus ou moins immédiate. 

» On ne doit pas en conclure que tout théorème nouveau soit pour cela sans mérite. Îl 

sera, au contraire, toujours intéressant et instructif d'étudier les lois de la nature sous 

un nouveau point de vue, soit que l’on parvienne ainsi à traiter plus simplement telle 
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» ou telle question particulière, ou que l’on obtienne seulement une plus grande précision 

» dans les énoncés. 

» Le grand géomètre, qui a si brillamment fait reposer la science du mouvement sur Îe 

» principe des vitesses virtuelles, n’a pas dédaigné de perfectionner et de généraliser le 

» principe de Maupertuis relatif à la moindre action, et l’on sait que ce principe est 

» employé souvent par les géomètres d’une manière très-avantageuse (*). 

» Le caractère propre du principe des vitesses virtuelles consiste en ce qu'il est, pour 

» ainsi dire, la formule générale qui résout les problèmes de statique, et qu’il peut, par 

» suite, tenir lieu de tout autre principe, mais il n’a pas ce cachet d’évidence absolue qui 

» entraîne la conviction sitôt que l'énoncé est connu. 

» Sous ce rapport, le théorème fondamental que je vais démontrer me semble devoir 

» être préféré; il présente, en outre, l'avantage de comprendre à la fois les lois générales 

» de l'équilibre et du mouvement. | 

» S'il est plus avantageux au perfectionnement successif de la science et pour l'étude 

» individuelle de passer du facile à ce qui semble plus difficile, et des lois les plus simples 

» aux plus composées; d’un autre côté, l'esprit une fois arrivé au point de vue le plus 

» élevé, demande la marche inverse qui lui fait paraître toute la statique comme un cas 

» particulier de la dynamique. Aussi le géomètre que nous avons cité semble-t-il avoir 

» apprécié cette marche inverse, lorsqu'il présente comme un avantage du principe de Îa 

» moindre action de pouvoir comprendre à la fois les loïs du mouvement et celles de l’équi- 

» libre, si on veut le considérer comme principe de la plus grande ou plus petite force 

» vive (**). Mais cette remarque est, on doit l’avouer, plus ingénieuse que vraie, car le 

» minimum a lieu , dans ces deux cas, dans des conditions toutes différentes. 

» Le nouveau principe est le suivant : 

» Le mouvement d'un système de points matériels liés entre eux d’une manière quel- 

» conque et soumis à des influences quelconques se fait, à chaque instant, dans le plus 

» parfait accord possible avec le mouvement qu'ils auraient s'ils devenaient tous libres, 

c'est-à-dire avec la plus petite contrainte possible, en prenant pour mesure de la con- 

» trainte subie pendant un instant infiniment petit, la somme des produits de la masse 

de chaque point par le carré de la quantité dont il s'écarte de la position qu'il aurait 

» prise s’il eût été libre. 

(*) Qu'il me soit permis de placer ici une observation. je ne trouve pas satisfaisante la méthode 

employée par un autre grand géomètre (*\, pour déduire la loi des réfractions d'Huyghens du principe 

de la moindre action. Ce principe, en effet, suppose essentiellement l'existence de celui des forces 

vives, en vertu duquel la vitesse des points en mouvement est complétement déterminée par leur po- 

sition, et la direction qu’ils suivent n’exerce sur elle aucune influence. Cette influence est cependant 

le point de départ de l’auteur dont nous parlons. 11 me semble que tous les efforts des géomètres, 

pour expliquer la double réfraction dans l'hypothèse de l'émission, resteront infructueux tant qu’ils 

regarderont les molécules lumineuses comme de simples points. (Note de M. Gauss.) 

("*) Tome I, page 281. 

(*) Laplace, Mémoires de l’Institut, 1509. 
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» Soient : 

» m,m',m" les masses des points; 

» a, a’, a” leurs positions respectives; 

» b, b", b" les places qu'ils occuperaient après un temps infiniment petit dt, en vertu 

des forces qui les sollicitent et de la vitesse acquise au commencement de cet instant. 

_» L'énoncé précédent revient à dire que les positions €, c’, c”,..., qu'ils prendront. 

seront, parmi toutes celles que permettent les liaisons, celles pour lesquelles la somme 

m (bc? + m'{b'o!} + m'(b"c"} y Le, 

sera Un minimum. 

» L'équilibre est un cas particulier de la loi générale, il aura lieu lorsque, les points étant 

sans vitesse, la somme 

m(ab} + m'{a/b/}+ 

sera un minimum, ou, en d’autres termes, lorsque la conservation du système dans l’état 

de repos sera plus près du mouvement libre que chacun tend à prendre, que tout dépla- 

cement possible qu’on imaginerait. La démonstration du principe se fait facilement 

comme 1l suit : | | 

» La force qui sollicite le point m pendant l'instant dt est évidemment composée, 

1° d’une force qui, s’adjoignant à l’effét de la vitesse acquise, ménerait le point de a en c; 

2° d’une force qui, prenant le point au repos en c, le ferait, dans le même temps, par- 

venir de c en b. Ceci s'applique évidemment aux autres points. 

» En vertu du principe de d'Alembert, les points m,m/!, m',..., seraient en équilibre 

s’ils se trouvaient, dans les positions c, c’, c/,..., sous l'influence des secondes forces 

ci-dessus mentionnées qui agissent suivant cb, c'b',..., et sont proportionnelles à ces 

petites lignes. Il faut donc, d’après le principe des vitesses virtuelles, que la somme des 

moments virtuels de ces forces soit nulle pour tous les déplacements compatibles avec les 

liaisons , ou mieux, que cette somme ne puisse jamaïs devenir positive. 

» Soient donc y, y’, y”,..., des positions que les points m#, m', m",..., puissent prendre 

sans violer les liaisons du système, et 9, 8’, 4/,..., les angles que cy, c'y', e"y7,..., 

font respectivement avec cb, c'b', e"b",..., il faut que 

Zm.cb.cy.cos 
soit nul ou négatif. 

» Mais il est clair que l’on a 

V2 = cb? + cy° — 2cb.cy.cos0, 

et, par suite, 

Em.yb?= Zm.cb?+ Em.cy — 2Èm.cb.cy.cos6; 

donc | 

Em.yb—Em.cb?— Em.cy — 2Èm.cb.cy.cosb: 
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» et, par suite, 

Em.yb?—Ein.cb? 

» est toujours positif, d'où il résulte que Zm.b? est toujours plus grand que Zm.cb?, 

» c’est-à-dire que Zm.cb? est toujours un minimum. Ce qu'il fallait démontrer. 

» [Il est bien remarquable que les mouvements libres, lorsqu'ils sont incompatibles avec 

» la nature du système, sont précisément modifiés de la même manière que les géomètres, 

» dans leurs calculs, modifient les résultats obtenus directement en leur appliquant la 

» méthode des moindres carrés pour les rendre compatibles avec les conditions nécessaires 

» qui leur sont imposées par la nature de la question. 

» On pourrait poursuivre cette analogie, maïs cela n'entre pas dans le but que je me 

» propose en ce moment. » | 

Ce serait un exercice facile et de peu d'utilité que de déduire du théorème qu’on vient de 

lire les équations générales du mouvement et de l'équilibre; on retomberait de suite sur 

les formes connues, et Le problème général, au point de vue analytique, n'aurait par con- 

séquent pas avancé. En faut-il conclure que le beau principe de M. Gauss doit être pour cela 

considéré comme inutile? Personne ne le pensera. Le but de la science est, avant tout, la 

connaissance des lois générales qui régissent les phénomènes, et le théorème qui fait l’objet 

de cette Note semble l'expression la plus nette et la plus satisfaisante que les géomètres 

aient pu leur donner. Il n'existe pas, en effet, à ma Connaissance, un seul théorème général 

de dynamique qui semble plus propre à frapper d’admiration un esprit Juste encore peu 

exercé aux transformations analytiques, et à faire naître le désir d'étudier la science qui 

lui permettra d'en apercevoir clairement la démonstration. 

(Note de M. J. Bertrand.) 

NOTE X. 

lu mouvemement d'un corps sur une surface donnée, ou assujetti à de 

certaines conditions. Du mouvement de plusieurs corps liés entre eux. 

Des équations de condition entre les coordonnées de ces différents corps, 

et de la manière d'en déduire les forces qui résultent de leur action 

mutuelle. Démonstration générale du principe des vitesses virtuelles ; 

par LAGRANGE. 

1. Reprenons les équations générales du mouvement d'un point matériel, et supposons 

qu une force P soit dirigée vers un point ou centre déterminé par les coordonnées a, b, ce; 
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si l'on nomme p la distance rectiligne de ce centre au point de la courbe qui répond aux 

coordonnées T, y, Z, On aura 

p= Va + {y + t—c}, 
et il est visible que x —a, y —b, z—c seront les projections de la ligne p sur les axes 

TX — a D 2—0c 
des x, y, z; donc ur 

P P 

avec ces axes, c’est-à-dire des angles À, a, v que la direction de la force P fait avec les 

seront les cosinus des angles que la ligne p fait 

mêmes axes. Donc les termes P cosÀ, P cosy, P cos y, dus à la force P dans les valeurs de 

here 
P 

forces qui résultent de la décomposition de la force P suivant les directions des coordonnées 

LE; 

Si maintenant l’on suppose p égale à une constante d, on aura l'équation d'une ie 

= 
Mzx”, My”, Mz”, pourront être représentés par P= =: ce sont les 

dont d sera le rayon, et dont le centre sera déterminé par les coordonnées a, b, c; et la 

direction de la force P sera perpendiculaire à la surface de cette sphère. Donc elle sera 

aussi perpendiculaire à toute autre surface qui passerait par le même point et qui serait 

tangente à la sphère. | | 

Représentons par f(x, y, z) = 0 l'équation de la sphère 

Vlr —a + {y 6 + (sc) d=0, 

on aura, en prenant les fonctions primes, 

T — «4 

Ef(r), L=t(y), ef(e), d 

et comme on a supposé p = d, il est clair que les forces dirigées suivant x, y, z, et résul- 

tantes de la force P, seront exprimées par Pf'(x), Pf(y), Pf'(z). 

2. Si l’on a une surface représentée par l'équation F(x, y, z) = o, laquelle soit tan- 

gente de la sphère dont il s’agit, il faudra, par ce que l’on a vu (Théorie des fonctions, 

n° 40, 2° Partie), que les trois fonctions primes F’(x), F’(y), F'(2) de cette surface soient 

proportionnelles aux fonctions primes f(x), f’(y), f’(z) de la surface de la sphère. Donc, 

si la force P agit perpendiculairement à cette surface, il en résultera, suivant les direc- 

tions de x, y, z, trois forces proportionnelles à à PE" (x æ)s PE" (Cri PE'CE). 

. Or, si l’on fait abstraction de la force P, et que l’on suppose que le corps soit forcé de se 

mouvoir sur cette surface. il est clair que l’action, ou plutôt la résistance que la surface 

oppose au corps, ne peut agir que dans une direction perpendiculaire à la surface; donc il 

en résultera, sur le corps, des forces proportionnelles aux fonctions primes F'{x), F’(y), 

F'(2) de l équation F{x, y, z)— 0 de la surface. 

Donc le même résultat aurait lieu si, en faisant abstraction de là surface, on considère 

seulement l'équation F{x, y, z) — o comme une équation de condition ne par la na- 

ture de la question mécanique proposée. D'où l’on peut conclure que toute condition du 

problème, représentée par l'équation F(x, ”’ z) —0, sera équivalente à des forces pro- 

Méc. anal, II. AG 
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portionnelles aux fonctions primes F'{x), F'{(y), F'(z), et dirigées suivant les coordon- 

nées x, y, z. Ainsi, en prenant un coeflicient indéterminé IT, il faudra ajouter aux valeurs 

de Mx"”, My", Mz/ qui représentent la force accélératrice, les termes IL F’{(x), IIF'(y), 

ITF"(z). La quantité inconnue IT devra être éliminée, mais l'équation que l’on aura de 

moins par cette élimination sera remplacée par l’équation de condition F (Rs Pr 2} 0: 

On peut étendre cette conclusion au cas où il y aurait deux équations de condition repré- 

sentées par 
Fa, y, 2)="0 et ._P(x,y,z)—=0o; 

elles équivaudraient à des forces exprimées par | 

IF/(x)+ YE'(x),  HF'(y)+#®D'(y),  IIF’(z)+ Yd'(2), 

et dirigées suivant x, y, z, qu'il faudrait ajouter aux valeurs de Mx”, My”, Mz' les coef- 

ficients IT et Ÿ étant indéterminés et devant être éliminés. 

D. Jusqu'ici nous n'avons considéré qu un corps isolé. Soient maintenant deux corps 

M et N attachés aux extrémités d’un fil inextensible qui passe par une poulie fixe, Soient 

x, y, z les coordonnées du corps M; £, n, € celles du corps N; a, b, c les coordonnées du 

point fixe où est placée la poulie, et d la longueur donnée du fil ; il est clair que l’on aura 

l'équation F 

EE = + VE D do, 
que nous représenterons par | 

f(x y: Z, EN; ë) —= 0. 

Si l’on nomme T la tension du fil qui agit également sur les deux corps , et que l’on ap- 

plique ici l'analyse employée plus haut n° 4, il est clair que l’action du fil sur les deux corps 

produira sur le corps M les forces T'f'{x), Tf'(y), Tf'(z), suivant x, y, 2; et sur le 

corps N les forces T'f'(£), Tf'(n), Tf'(£), suivant les coordonnées £, », €. 

Ïl en serait de même si Le fil passait sur deux poulies fixes, dont la position dans l’espace 

füt déterminée par les coordonnées a, b, ce pour la première, et «, 6,7 pour la seconde. 

Alors, en désignant par d la longueur totale du fil, moins la partie interceptée entre les 

deux poulies, qui est aussi donnée, l'équation de l’inextensibilité du fil donnerait 

ET EE de 0, CEA CEE EEE, 
et, en représentant cette équation par f(x, y, z, €, n, €)—0, on aurait pareillement 
T£(x), Tf(y), Tf'(z) pour les forces qui tireraient le corps M suivant les coordonnées 

x, V2, A TT(E), Tf'(n), Tf'(£) pour celles qui tireraient le corps N suivant les coor- 

données £, n, €. | ; 

Enfin , si l’on supposait que le fil auquel est attaché Le corps M, après avoir passé sur la 

première poulie fixe, repassât sur le même corps M, et de là sur la même poulie, et de 

nouveau sur le corps et sur la poulie à plusieurs reprises, de manière qu'il y eût #2 cordons 

entre le corps et la poulie; qu’ensuite le fil, en quittant cette poulie, passät sur la seconde 
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poulie fixe, et de là sur le corps N, en faisant aussi plusieurs tours entre ce corps et la 

même poulie avant d'être attachée fixement au corps N, de manière qu’il y eüt 7 cordons 

entre ce corps et la poulie; comme la tension T est la même dans toute l’étendue du fil, le 

corps M étant tiré par m cordons, serait tiré vers la première poulie par une force égale 

à mT, et le corps N serait tiré vers la seconde poulie par une force égale à 7 T. Or il est 

clair que, dans ce cas, l'équation qui renferme la condition de l’inextensibilité du fil serait 

mx a) + (y — 8) + (sc) +n va) +(n— ff + (do, 

en désignant toujours par d la longueur totale du fil, moins la longueur intercepiée entre 

les deux poulies; et il est facile de voir qu'en représentant cette équation par 

f(x, 3 2: En, €) 0, 

on aurait aussi pour les forces qui üreraient le corps M suivant x, y, z, et le corps N sui- 

vant £, n, €, les mêmes expressions que ci-dessus, Tf/{x), Tf'(y), Tf'(z), TÉÊ'(E), 

TP (n), TÉ(E). 
Si l’on suppose que Pet Q soient les forces qui tirent les corps M et N vers les deux pou- 

lies fixes, on aura 
P=mT et Q—nT; 

donc, puisque m et n doivent être des nombres entiers, si les quantités P et Q sont com- 

mensurables , il faudra prendre T pour leur commune mesure; maïs, quelles que soient 

les forces P'et Q, on peut toujours les représenter par mT et 7 T, en prenant, dans le cas 

où elles seraient incommensurables, les nombres m et n très-grands et la quantité T infi- 

niment petite; et les forces qui tirent les corps M et N suivant leurs coordonnées x, y, z, 

£,n, € seront toujours proportionnelles aux fonctions primes de la même équation de 

condition relatives à ces coordonnées. 

4. Maintenant si, au lieu de l'équation de condition 

f(x, y, 2, En, €) = 0, 

dépendante de l’inextensibilité du fil, on a une autre équation quelconque entre les mêmes 

coordonnées x, y, z, ë, n, € des deux corps, représentée par 

F(x, ÉETETLE &)—=0, 

on peut, en regardant les constantes qui entrent dans la premäière de ces équations comme 

arbitraires, faire coïncider non-seulement les équations mêmes, mais encore toutes leurs 

fonctions primes pour des valeurs données des variables &, y: z, E, n, €: de cette manière, 

les deux équations deviendront comme tangentes l’une de l’autre, par la théorie des contacts 

que nous avons donnée (Théorie des fonctions, 2° Partie), et quelle que soit la liaison des 

deux Corps qui est représentée par l'équation 

EF (x, y, Z, Ë»1) é) = 0ÿ 

elle deviendra équivalente à celle d’un fil qui passe par deux poulies. 
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On pourrait croire que, puisque l'équation de condition 

Î 

VEx— a) + (y + (sc + VE a+ (—bf+ (nf d= 0, 

pour un fil simple qui passe sur les deux poulies fixes, renferme sept constantes arbitraires, 

elle peut toujours avoir un contact du premier ordre avec une équation quelconque, puis- 

que ce contact ne demande que sept conditions; maïs, en représentant cette équation par 

FEV Z,Ë,; @] — O;, 

et prenant ses fonctions dérivées, il est visible que l’on a 

Pa) +PO) + Pers, FE + PO) + PF) =r, 

de sorte que l’on ne pourrait plus satisfaire, en général , aux conditions du contact 

_ Cet inconvénient disparaît en prenant 

EE EE + VE ET — de 0 

pour l'équation de condition du fil multiple, à cause des nouveaux coefficients indéter- 

minés m et n; et l’on peut donc dire que l'équation de condition donnée 

F(x, y, 2, ŒLE é) = 0; 

produit sur les corps M et N les mêmes forces que le fil. 

‘On tire de là cette conclusion , que dans un système de deux corps dont la liaison dépend 

.de l’équation | 
Fr per nf; 

leur action mutuelle produit sur l’un des corps les forces ITF'{x), ITF”(y), HF"(z) sui- 

vant les trois coordonnées rectangles x, y, z, et sur l’autre corps les forces IIF”(£), 

IT F'(1), IIF/(£) suivant les coordonnées rectangles £, n, €, ÎT étant un coeflicient indé- 

terminé. | | 

9. S1 le système était composé de trois corps ayant pour coordonnées rectangles x, y, z, 

E,n, C3 X3 Ys 2, On trouverait, par un pareil raisonnement, que toute équation entre ces 

coordonnées dépendante de la liaison des corps, et représentée par 

FL Ps 2 Es Ms CL Po z)=0, 

donnerait pour le premier corps les forces II F’{x), IIF'(y), ITF”(z) suivant x, y, z; 
pour le deuxième corps, les forces ILF'(£), IIF/(n), IIF/(£) suivant £, n, €; et pour le 

troisième, les forces IIF/(x), IIF’(y), IIF'/(z) suivant x, y, z; et ainsi de suite, si le sys- 
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tème était composé d’un plus grand nombre de corps. En effet, quel que soit le nombre des 

corps, et quelle que soit leur liaison, elle ne peut produire sur chaque corps qu’une force 

déterminée suivant une certaine direction; or toutes ces forces peuvent être aussi produites 

par la tension d'un même fil qui passerait, successivement et'à plusieurs reprises, sur les 

mêmes corps et sur des poulies fixes. 

Enfin, sil y avait entre les mêmes coordonnées une seconde équation de condition 

représentée par 

Pix, V2 Es CRTRE z) — 9; 

il en résulterait d’autres forces exprimées par F®/(x), F'(y), F’(z) pour le premier 

corps, par P®D/(E), W'{y), FW'(£) pour le deuxième corps, et par FD'(x), FP'(y), 

Y/{z) pour le troisième, et suivant les directions des mêmes coordonnées, le coefficient 

Ÿ étant indéterminé comme le coefficient IT; et ainsi de suite, s’il y avait un plus grand 

nombre d'équations de condition. 

6. On doit conclure de là, en général, que les forces qui peuvent résulter de l’action 

mutuelle des corps d’un système donné se déduisent directement des équations de condition 

qui doivent avoir lieu entre les coordonnés des différents corps du système, en prenant les 

fonctions primes des fonctions qui sont nulles en vertu de ces équations. Les fonctions 

primes de la même fonction, prises par rapport aux différentes coordonnées , sont toujours 

proportionnelles aux forces qui agissent suivant ces coordonnées, et qui dépendent de la 

condition exprimée par cette fonction. | 

J'étais déjà arrivé à un résultat semblable de la Mécanique analytique, en partant du 

pr incipe général des vitesses virtuelles; et, en effet, ce principe est renfermé dans le ré- 

sultat que nous venons de trouver : car il est évident que, si plusieurs forces appliquées à 

un système de corps sont en équilibre, elles doivent être égales et directement opposées à 

celles qui résultent de leur action mutuelle. 

Soient X, F, Z les forces appliquées à l’un des corps suivant les directions des coordon- 

nées x, y, z prolongées; #, T, Z les forces appliquées à un autre corps suivant le prolon- 

sement de ses coordonnées £,n, €, et X, Y, Z les forces appliquées à un troisième corps 

suivant le prolongement de ses coordonnées x, y, z, on aura, par ce que l’on vient de 
démontrer, | 

X= DIF (æ)+ VO’ (x), FælF'(y)+ VO (y), Z=NP'(z)+ Po'(c), 
E —MP'(E) + PE (E), TOP (n)+ YO'(n), = DIF'(8) + FE'(é), 
X= DIF'(x) + V9 (x), Y=NF'(y)+#@/(y), 2 IIF'(z) + P/(z), 

et de là on tirera immédiatement 

Xx'+Yy'+Zz + EE LT HE LXx + F3 +27 

Prose En 6 2,9 2) Vd' (x, y, 2, Em E, x, pal 

Le second membre de cette équation est évidemment nul en vertu des équations de condi-- 



366 NOTES. 

tion, puisque les quantités indéierminées EL, # se trouvent multipliées par les fonctions 
primes de ces équations; donc on aura 

Xx'+ Fy + 22 +El + THE + Xx + Yy + Zz = o, 

équation générale du principe des vitesses virtuelles pour l’équilibre des forces X, F,Z, 

E,T,2,X, Y, Z, dans laquelle les fonctions primes x’, y', z', £/,..., expriment les 

vitesses virtuelles des points auxquels sont appliquées les forces X, F, Z, E,..., estimées 

suivant les directions de ces forces (voyez la première Partie de la Mécanique ana- 

lytique). 

Âu reste, on ne doit pas être surpris de voir le principe des vitesses virtuelles devenir 

une conséquence naturelle des formules qui expriment les forces d’après les équations de 

condition, puisque la considération d’un fil qui, par sa tension uniforme, agit sur tous 

les corps et y produit des forces données, suffit pour conduire à une démonstration 

directe et générale de ce principe, comme je lai fait voir dans la seconde édition de l’ou- 

vrage cité (*). 

(*) Cette Note de Lagrange, postérieure à la seconde édition de la Mécanique analytique , fair 

partie de la Théorie des fonctions analytiques. J'ai cru devoir la reproduire ici, tant à cause de son 

intérêt propre, que de l'importance toute particulière que Lagrange attachait à la question qui s’y 

trouve traitée. L'illustre auteur s'efforce, comme on voit, de trouver, à priori, l’expression analy- 

tique des forces qui peuvent tenir lieu d’une équation de liaison; et quoiqu'il n’ait pas entièrement 

reussi, On peut voir, dans cette Note, le premier germe de la démonstration directe et rigoureuse donnée 

depuis par M. Poinsot. Le Mémoire de M. Poinsot, publié du vivant de Lagrange, a été annoté avec 

un soin minutieux par l'illustre auteur de la Mécanique analytique, et ces notes autographes, qu’il m’e 

été permis de consulter, prouvent par leur nombre, et par les détails minutieux qui y sont discutés, 

combien Lagrange attachait de prix à la solution définitive de la question qu’il aborde ici. 

(7, Bertrand.) 
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FRAGMENTS. 

l. 

Sur la détermination des orbites des comètes. 

Soit R la distance de la comète à la terre, R7, Rm, RA les trois coordonnées de la 

comète rapportées à la terre, où {+ m+n=1; x, 7,2 les trois coordonnées de 

l'orbite de la comète autour du soleil, et r son rayon vecteur; Ë, n, & les trois coordonnées 

de l’orbite de la terre. et » son rayon vecteur: > EL P | Ç on aura 

y=n+mkR, z=ê+nkR. x—=#t+[R, 

Ensuite 

d?x æ d'y 

Pb NE (de 

d?E Ë d?h 

am TT 

donc substituant, on aura 

d?.1K 

dt? 

d',mR 

dt? 

d'.nkh 

dt? 

SaVOIT : 

d'R > di dR R | 

dt? de? 

d’'R 2 dm dk ; 
m AS see PP à | 
an 7 de 

ŒR  2dndR 
Fe dt? 1 dt? 

+R 

Ve d'z 2 
+ EN) 0, dt? r5 ee 5 

d?c G 
arr de? P 0 ; 

6 _.E+IR 
73 Se 

Fr 

ñ. a+mR 

Re bi 
C. C+nR 

Pre 7 
d?1 A Ï DV 

—oeer RS ne 
d?m m de: EN 

PT Do à er 
d'in 
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Multipliant la première par mdn— ndm, la seconde par — (Zdn — ndl), la troisième 

par {dm — mdl, et les ajoutant ensemble, on aura, à cause de 

l(mdn — ndm) — m (ldn = ndl) + n (ldm — mdl) = 0, 

R (mdr — ndm)d°1 — (ldn — ndl)d?m + (ldm — mdl) d?n 

di? 

Ï I | j (2 &e :) LE (man — ndm) — n (ldn — ndl) + £(Idm — mdl)] = o. 

Ainsi on aura 

mais | 

= pt+ o(lé + mn +né)R +R; 

donc 

: ; | I I Pi AE 
Pere +a(é+mnænge(s—s)+e (ii) 

SaVOIT : 

(r2 — p?) pfré Hou(lE + mn+ né) (r$—p) pr 

équation du huitième degré, mais qui est évidemment divisible par r— 9, ce qui la 

rabaisse au septième : 

LL. 

Sur le mouvement de rotation (voyez page 207). 

Faisons, comme dans l’art. 4, 

rœx'+E, yJ=y'+n,  2=3 +6, 
et 

= aË + bDEMLCE", 

n= an! + bn!+ cn, 

= ail + bé" + cé". 

Ces formules représentent naturellement les troïs espèces de mouvement dont un systéme 

est susceptible. Les variables x’, y’, z! sont les coordonnées d’un point du système qu’on 
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peut regarder comme son centre, et elles déterminent le mouvement commun de tout le 

système. Les neuf variables £!, £", £"!, n!,..., entre lesquelles il y a six équations de con- 

dition (art. 2), déterminent le mouvement de rotation de tout le système autour de son 

centre. Enfin les quantités a, b, e ne dépendent que des distances mutuelles des corps, et 

servent à déterminer leurs mouvements réciproques. | 

En prenant le centre du système dans un point fixe, lorsqu'il y en a un dans le système, 

ou dans son centre de gravité, lorsque le système est libre, on a la formule générale 

(art. G, sect. III), 

(— + d'ndn + d'EÔC 

DRE + X0E+YOn +28) m—0, 
‘ 

à laquelle il faudra ajouter les termes 

AÔL + nÔM + v ON +... 

dus aux équations de condition 

L=56, M— o, No 6, : 

pour avoir l'équation générale du mouvement du système (sect. IV, art. 11). 

Il faut maintenant substituer à la place des variables £, n, €, leurs valeurs en a, b,c, 

£!, El,..., de l’article précédent. Or si, dans les expressions de d£, dn, dé de l'art. 14, on 

change, ce qui est permis, la caractéristique d'en d , on a 

dE — £'da' + EM b' + ÉFOE 

N SN ni H Sp! US At dn—=n'da + n"d05" + n"dc", 

LE é'da + E"db'+ CE 

les valeurs de da’, db’, dc’ étant 

da'=0da+c0Q—DboR, 

db'—d0b+adR—coP, 

dc'=0c+b0P —ad0Q; 

et si l’on fait ces substitutions conjointement à celles de d?£, d°n, d°& de l’article cité, 

dans l'expression d°£ dE + d’n0n+ d?£0€, elle devient, en vertu des équations de con- 

dition de l’art. 6, 

d’a"da'+ d?b"db!'+ d’c'dc!. 

_ De même la quantité XOE + Vdn+7Zd é se change en celle-ci : 

X'da'+Y'db'+Z'dc, 

en faisant, pour abréger, 

X'=E X+nY+éZ, 

YEUX NY HE", 

Z' — EUX + NAUVNHETZ. 

Méc. anal. 1. | | 47 
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En supposant le système libre de tourner en tout sens autour de son centre, il est facile 

de voir que les équations de condition 

L—0o, M — 0, N—o,..., 

données par la nature du système, ne pourront contenir les coordonnées a, b, c, qui 

déterminent la disposition des corps entre eux. Aïnsi les quantités L, M, N,... ne pour- 

ront être fonctions que des a, b, c, relatives aux différents corps. 
Aïnsi, en égalant séparément à zéro les termes de l'équation générale qui se trouveront 

multipliés par les variations dP, 2Q, OR, qui sont communes à tous les corps du système, 

et ceux qui seront multipliés par les variations da, db, dc relatives à chacun de ces corps, 

on aura d’abord, pour tout le système en général, les trois équations 

S (ee bd°a" a 
/ 

S CF a" — ad?c' RS DUR Pre +eX/—al'}m=o, 

LLC LINE NS ES S | Er + bZ— cY'}m—o; 

ensuite on aura pour chacun des corps du système, les équations 

SRE dN je 

da da 
Il C 

d? a” ’ | dL 

de? + À jm +2 + 

ARE T 42, ,4M AN, 
A Ter BE eg à dei no) 

de" ’ dL dM aN 
+ Z RÉ ER RE Rss 3 0; 

«dt? de ac 

Et s1 le système est un corps solide composé d'éléments Dm pour lesquels les coordon- 

nées a, b, c sont constantes relativement au temps {, on à 

da = 0, db = 0, do ==0% 

donc | | 
da'=cdQ—bdR,  db'—adR—cdP,  de'=bdP—adQ, 

et de [à 
d'a cd?Q — bd?R + bdPdQ + cdP dR — a (dQ°+ dR!°), 

dbT= ad?R— cd? P + adP4Q + cdQ4R — b (dP°+dR), 

d'c!= bd? P — ad°Q + adPdQ + bdQdR — c (dP°+ dQ°). 

Si l’on substitue ces valeurs dans les fniions précédentes, qu’on Re pour axes des 

coordonnées a, b, c les trois axes principaux du corps, ce qui donnera | 

SabDm = 0, SacDm — 0, SbcDm == o (art. 28, sect. IT), 
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et qu'on fasse 

Sa Dit, SD: Sc? Dm = 7, 

on aura, en supposant nulles les forces accélératrices, 

PR dp d 
(/ + m) + (1 — mm) to, 

de dP dR 

2) de? re dt? 7 

(m+ n) — + (m— n) SÈ— O 

Ces équations s'accordent avec celles que nous avons trouvées d’une manière différenie 

dP dQ dR 
= s — sont les vitesses de rotation autour des 
dt dt dt 

trois axes principaux du corps, qui étaient désignées par d, o, © dans les équations de l’ar- 

ticle cité. Elles prouvent en même temps la justesse de celles-ci, sur laquelle on pouvait 

avoir quelques doutes à cause du passage des axes fixes aux axes mobiles; maïs l’analyse 

précédente, en rendant la formule générale indépendante de la position des axes de 

rotation, rend ce passage légitime. | 

dans la section IIT, puisque les quantités 

Dans le même cas d’un corps solide qui n'est animé par aucune force accélératrice, nous 

avons vu que les équations des aires sont intégrables (art. 9, sect. IT). Si donc on fait les 

substitutions précédentes dans les équations intégrales, on aura des équations qui seront 

les intégrales de celles de l’article précédent. 

Substituons d’abord les valeurs de £, n, dE, dn dans l'expression £dn — nd£, on aura 

Edn—nd£ = (bde! — cdb'} (E! nf — LEUD + (eda!— ade!) (n'E" — En) 

+ (adb'— bda') (£'n°—1'E"), 

savoir, par les formules de l’art. 6, 

Edn—ndë = (bdc'— cdb') & + (cda' — adc') 8" + (adb'— bda') e". 

On trouvera de la même manière, 

ÉdE — Ed£ = (bde' — cdb') 1" + (cda' — adc') n° + (adb' — bda') 1", 

nd — £dn = (bdce'— cdb') EE" + (cda” — adc') "+ (adb' — bda') £7. 

sas . : Dm | 
Si l’on multiplie ces expressions par > qu'on les affecte du signe $, et qu'après avoir 

substitué les valeurs de da’, db", dc', on fasse 

da=0o, db—o, de—o, SabDm—o, SacDm—=o,* SbcDm=—e, 

| Sa Dm=/, SbDm—=m,  ScDm 1, 

en I 
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qu'ensuite on les égale aux constantes C, B, À, on aura 

l | adR (mn) Re + (+) SE + (tm) "= C, 

dp , dQ , CAN SR ({m+n) 2 EL (l+n) n'+(l+ 1m) . nes D: 

. a P Pr dQ , dR 3 

(m+n) D en n) Prod ur à À : 

d'où l’on tire tout de suite, par les équations de condition de l’art. 3, 

dP 
(m+ n) TT = AË! + Bn'+ Cé, 

(a 

(+ n) = AE + Br+ CE, 

TR $. | 
({ + m) = AË + Br7+ CE”. 

Ces équations s'accordent avec celles de l’art. 31 de la sect. IT, dans lesquelles d', w’, g 

de ; dP d LR 
sont la même chose Qué =>: e, —. 

dt dt dt 

poñdent à Ét PEN at 

> et où les coeflicients a, B, 7, a, P', y',..., ré- 

Si l’on ajoute ensemble les carrés des trois équations précédentes, on a tout de suite une 

équation entre dP, dQ, dR et dt, en vertu des équations de condition de l’art. 5; cette 
équation est 

(m+n) + + (l+ nn) + + (l+1 m)° — À? + B° + C, 

IQ d | 2 à ad. > par les deux autres. 
[4 

par laquelle on peut déterminer une des trois variables 

On peut, dans le même eas d’un corps solide qui n’est animé par aucune force accélé- 

ratrice, avoir une seconde équation entre ces variables, par l'équation des forces vives; car 

de, d'h d 4 Le en ajoutant ensemble les carrés des quantités — PET . on à (art. 15), à cause des équa- 
C 

tions de condition, 

dé + di + de da?+ db" + des TT Pme nn AE de os ; dt? de? 

donc, en affectant tous les termes du signe 5, après les avoir multipliés par Dm, on aura, 

en général, pour un système quelconque, lorsqu'il n’y a point de forces accélératrices 

(art. 35, sect. IT), 

da’? + db"? + dc"? | 

s (° de. Dm=F). 
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Dans le cas d’un corps solide, on a 

da = 0, db = 0, de = 0, 

donc 

da? = c°4Q°— » bcdQdR + b4R?, 

db"? = a dR?— 2 acd P4R + c’dP?, 

de! — bdP? — 2 abdPdQ + a dQ@. 

Donc supposant comme ci-dessus 

SabDm—=o, SacDm—o, SbcDm — 0, 

et | 

Sa*Dm — /, Sb?Dm—m, ScDm—n, 

On aura | 

ap dQ? dR 
(m+n) Es ([+n) Pr le m) mr = E. 

—. PC … : 
On a ainsi deux des trois variables —; 2, —— exprimées par la troisième, mais on ne 

dt dt dt 

peut avoir la valeur de celle-ci que par l'intégration d’une des trois équations différen- 

tielles précédentes. Ensuite pour avoir la valeur finie des coordonnées £, », € d’un point 

quelconque du corps, il faudra encore connaître les valeurs des quantités £', £7, £7,...: et 

l'on y parviendra en combinant les six équations de condition entre ces neuf quantités, 

comme il a été dit art. 29, sect. IX. 

[T1. 

Fragment sur les équations générales du mouvement de rotation d'un 

système quelconque. 

: 7 , F 7; y Sp très- Ë ar S F e Les expressions que nous avons trouvées, page 198, sont très-propres à représenter Îes 

valeurs des sommes 

S(dE + dr + dé?) m, S'(£dn— ndt)m,.……, 

relatives à tous les corps m d’un système quelconque ; car il est clair que les signes somma- 

toires ne doivent affecter que les coordonnées a, b, c, et nullement les quantités £’, n°... 
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Ainsi, l’on aura, après le développement, | 

S(dE? + du + d€)m = dP°S(b + c°)m + dQ°S (a+ c'}m + dR'S (a+ 6*)m 
— 2 dP dQ Sabm — 2 dP dR Sacm — 2 dQ dR Sbcm + 2 dPS(8dce — cdb)m 

L 2 dQ S(cda — ade)m + 2 dRS (adb — bda)m + S (da? + db? + de*)m; 
S(Edn—ndt)m — £'dT + é"dA + E"dÀ, 

S(édt — Edé)m = w'dT + n'dA + n'dAÀ, 

S(naf=gdn)ar= FAP #4A EP dA 

en faisant. pour abréger, 

dT = dPS(b+c)m— 4dQSabm — dR Sacm + S(bde — cdb) m, 

dA= dQS (a+ cm — dPSabm — dR Sbcm + $S{cda — adc) m, 

d'A = dRS(a? + b?)m— dPSacm — dQ Sbcm + S(adb — bda) m: 

et il est bon de remarquer que les valeurs des quantités dT, dA, dA soni les diffé- 

rences partielles de la valeur de +S (dE? + dr + d&?)m, relatives aux variables 

AP, dQ, dR. 
Si l’on différentie les trois dernières équations, on aura les valeurs des formules 

S(Ed?n— nd°£)m, S(£d?'E —Ed*£)m, S(nd?£ — Ed’) m 

qui entrent dans les équations générales pour le mouvement d'un système quelconque de 

corps autour de son centre de gravité ou d’un centre fixe, que nous avons données dans 

l'art. 7 de la sect. LIT. 

Ces équations deviendront ainsi, en substituant, pour les différentielles de £”, £”,.... les 

valeurs de l'art. 15, 

é'(d.dT — dAdR + dAdQ) + é"(d.dA — d'A dP + dT'dR) 

+ é"(d.dA — dT dQ + dAdP) + S(EY—2X)m —o, 

n' (d.dT — d'AGR + d'A dQ) + n”(d.dA — A dP + dT dB) 
+ 1" (d.dA — dT dQ + dAdP) + S(£X —EZ)m=o, 

£'(d.dT — dAdR + dAdQ) + E"(d.dA — d'A dP + dT dB) 
LE" (d.dA — dT dQ + dAdP) + S(nZ—EY)m= 0. 

Si l'on ajoute celles-ci ensemble, après les avoir multipliées respectivement par €”, n°, € 69 

!/ (1 ç!1/ 
7: par cs ,et par 67, n", E", et qu'on fasse, pour abréger, 

X'= EX +nY +CZ, 

V'= EUX + n Y + CZ, 

FIND. CET LD Da 
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on aura, en vertu des formules des art. 2 et 5, les trois équations suivantes : 

d.dT — dAdR + dAdQ = S(cY'— bZ')m, 

d.dA -— dAdP + dT dR = S{aZ' — cX')m, 

d.dA — 4dTdQ + dAdP = S(bX'— aY')m 

qui ont toute la généralité et la simplicité dont la question est susceptible. 

LV. 

Autre fragment sur la rotation d'un système quelconque. 

Ainsi l’on a, en général (page 198), 

dé + dn+dé= {(cdQ—bdR + da) + (adR — cdP + db} + (bdP— adQ + de}. 

Si les forces accélératrices ne dépendent que de la situation respective des corps, elles ne 

seront fonctions que de a, b, c. Faisant 

Da PES (+ 6) m + A is Fe S(+b)m| 
dt? de? 

__4Q dR _ dPaR : 
— — nn = —S$S ab + —= Sbcm eee Sacm Ÿ oa ni | 

dP b dc — cdb dQ cda — a dc IR adb — bda 
+ ST ja set = fast TR ( }m 

da? + db? + de!’ e 

2 dt? 
+ S 

ÜUn aura, relativement aux variables dP, dQ, dR, 

ÔT 
san 2 P + 370 04Q + gp 2dR = 0, 

savoir ja 15, page 199) : 

(d9P + dQR — dRÔQ) + — (d0Q + dR9P — dPOR) 

(d9R + dPIQ —— dQ9P) = 0; 
7 

+ 
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d’où l’on tire les équations 

OT OT 

"odP  Jd4Q Ho 0: 

ST  ÔT ST | 
AN 

Feis d IP ‘SdR STE LRETT ee 

savoir , en changeant dP, dQ, dk en pdt, qdt, rdt, on aura 

aT aT aT ee RE Tr 
S +(S Te) dé 7 

d'Œ d'T dT 

(a) d dq ( dp TP %) F0 

dT adT d'T 
— —+- — — Ê — 

a dr (P dg Ta =) LE 

comme dans les équations (A) de la page 212; mais ces formules-ci sont générales, quelle 

que soit la variabilité de a, b, c. 

Aïnsi on aura tout de suite l'intégrale 

) (2) (2 27 
dT adT dT 

da. d.— +rd.——=o, 

PE 7 ag 

Ensuite on aura aussi 

dr 

mais qui ne sera pas une différentielle complète à cause de la variabilité de a, b, c; mais 

on aura toujours, par le principe des forces vives, l’intégrale T + V — const., V étant 

— SIlm , II dénotant la fonction provenant des forces attractives (art. 34, sect. IT). 

Enfin, en multipliant ces équations respectivement par d£', d£", dt", on aura en les 

ajoutant, 
d'Œ dT PILE Ed ee e (re qe”) dt aT dT 7 - + Ed. Ed. 

+ TPE" re) de + D (qË— pa) di = o, 
savoir à cause de dé'— (r£" — qé”) dt , etc. (page 196), 

pa PR LL pete . 2 + Ë Te = Const. — l, 

et de même, 

,T AT maT 
(b) der Fr Ad pr 

d'TŒ Sid aT PE He Re 
6 dp Su 6 dgq du 6 dr Eee 
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On peut remarquer que ces équations sont celles de la conservation des aires ; car on a 

age 198 (page 198 dE dar Ab + Erde 
dn = v'da'+ n"db'+ n"dc", 

dé = £'da!'+ &"db'+ &"de'; 

de }à 

Edn — ndé = (E'a + E"b + E"c) (n'da'+ n"db'+ »"de') 

(na nb + ne) (£da!-+ E"db'+ EM dc!) 
= (adb'— bda!) L"— (ade!— eda!) "+ (bde'— edb') €" 

Edé — at = (£a + E"D + Elle) (£'da!+ "db! + E"de!) 
— (da + +Ee) (E tn 

— (adb'— bda/)1"+ (adc'— cda') n"— (bdc'— cdb'\)n' 

a dé — Edn = (n'a + nb + nc) (£'da'+ é"db'+ é"de!) 

Ans (£a ne Gb es Ce (n'da!+ n"db' + nd) 

= (adb'— bda') E7— (adc'— cda') £"+- (bdc! — cdb') £’. 

Or en prenant les sommes on irouve que 

Td= S'(bdc'— cdb') m, 

n , —1$S (cda'— adc') m, 
dg 

dT 
= dt = S (adb'— bda’) m 

de là on aura donc aussi 

dT 
ri = LE + mn + né, 

aT (c) D 7 Di mn né" 

dT , = LE + mal +nét, 

et si l’on substitue les valeurs de p, q, r, ürées de ces équations, dans l’équation 

T + V = const., 

; n .s . : / / Le - 

on aura üne équation finie en £/, n’, etc., savoir, entre les angles ®, d et w. 

Les équations {c) ci-dessus sont les mêmes qui ont été trouvées à la page 223, par une 

voie moins directe. 
di dM dN 

Si maintenant on multiplie les équations (b) de la page précédente par — PA TE 
de dt 

Méc. anal. I, Â8 
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qu’on les ajoute, on aura par les formules de la page 194, à cause de p = == + 

dR | 
= 

d'T dT .aT IdL + mdM + ndN 

P ap ue dq CRE 

Mais nous avons trouvé l'équation 

” dT . d'T . dT 
p£ . ‘dp it BE gü . dq . ps 

qui résulte des équations (a) multipliées par p, g, r et ajoutées; donc si l’on désigne par 

d'T la variation de T relative à a; b, c seulement, on aura 

| | d'T d'T d'T 
11 = — 4 —— eee QUES lT; d'T 7e dp + de dq - dr + AT; 

done ajoutant l'équation précédente, on aura 

ae aT dT | .dT __. 
dit Ha + T)+dTs 

donc 
d'T d'E dT 
+ +re = P D da 2 L— J'AT + const. 

Mais le principe des forces vives donne T + V — const.; done on aura 

dT dT d'T 
DER AE eo Un 

donc 
| 

, dL : dM adN > Fire ï 

et si &, b, ce sont constantes, dE = 0; et V sera constant s'il ne provient que des forces 

intérieures. 

L’équation (K)\ indique que la vitesse de rotation autour d’un certain axe fixe dans l’es- 

pace, est constante dans ce cas. En effet, puisque dans les formules de la page 194 dP, 

dQ , dR indiquent les rotations autour des axes des coordonnées a, b, ce, et dL, M, dN 

indiquant les rotations autour des axes des x, y, z, il s’ensuit que si l'on prend les pre- 

mières pour dL, 4M, AN, on pourra rapporter celles-ci à d’autres axes par rapport aux- 

quels elles deviendront (4 L), (4M), (4N), la position des nouveaux axes étant déterminée 

par des quantités £”, »’, etc., que je désignerai par (£”), (n'), etc. On aura ainsi 

(4) = (£) di + (E")dM + (£")aN, 
(dM)= (n°) di + (n°) dM + (n°) dN, 

(AN) = (8) dL + (8) dM + (87) AN. 
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Donc puisque (£'}?+ (£")° + (£") = 1, si l'on met l'équation ci-dessus sous la forme 

p dL aM dN 

HT a lu. Ref 
ÉRe 9) 

V(®+ m'+ nt) VEL MER 

on pourra faire 

l . l ‘à 
(£’) = ; (E7) ; (£7) ss 

rpm Verre 

et l’on aura 
(dL) K— fdT —V 
dt . Ve+ mm? +- n° 

Ainsi la vitesse de rotation autour d’un axe fixe sera 

K—fdT—V. 
VE mr) 

elle sera donc constante lorsque dT—o et que V sera constant. | 

Si les forces accélératrices dépendent de l'attraction d'un corps dont les coordonnées 

relativement au centre des coordonnées a, b, c, et parallèlement aux axes des £,n, Ÿ, 

soient X, ÿY, Z, On aura 

IT — mn en et V—SIIDm. 

V(2—E) + (y —n)+(2— 56} | 
Or, 

x°+ y +z = r, En += a + b+c=r; 

donc 
72 

D dl 
Vr+r—o(xé Lyn +zé) T r° 2 E: 

Or | 
E—aË +bEl+ cts... 

donc 

xé+yn+i = a(xe +yn+aé) + D(RE" + ynl 42e) +o(RE" + pr +26). 

Soit 

| xE' +yn! +2 =, 
x £" + yn° + zé" =, 

xEM LR yn" + = v, 

on aura 
1ak+ bu + cv DEC AS PRERER) 

r r 2 1° ar 
II — 

et (en ne retenant-que le dernier terme), 

nn ER 2 Fuv+ 2 Go + 2 Hu). 

48. 
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En n'ayant toujours égard qu’au dernier terme, on aura 

dr dW __ 3(al+bp+ ec) 

Fo Sr b 

dl ad  3(al+bu+er) 
nn Le | — av), 

dil di  3(a)+bu+e) y el 
Donc multipliant par Dm et intégrant, on aura 

di dl 3 : : : (Te) Dm = S[(C—B)pv+ Hay + F(#—pt) — Ga], 

dTI dt 3 9 à ScT—eT) Dm — LICE v) + Flu + (A — C) Av — Huy |, 

dl di One Sa 0% Dm = <[(B—A)àp + H(ut— 1) + Guv— Fay |. 

Il faudra donc ajouter ces termes aux trois équations (A), qui deviendront par conséquent 

aT 
d.— DL QT LOT, UC Bus FC ge) + Ho Gp] 

dt ar” dq r5 | + 

dT 

‘dq _aT AT  3S[(A—C)hiv+G(N—») + Flu — Hp] 
Re AR D ee OEe e Re D TC et 

d aT 

dr, AT dt 3C(B—A)p+ H(p—v)+ Gpr— Fa] 
dt 7 Ta t° né 

De là nous tirerons les équations suivantes : 

aT ,dT  .dT 
TT + (P)£'+ (Q})E"+ (R)E"— 0, 

dl (Te a tt) 
MT (pr + (Q}n'+ (R}n= 0, 

dT ,dT ,dT 
HE AE à RE EL + (p)g + (Q£" + (RE 0, 

où (P), (Q), (R) désignent les parties des précédentes qui ne dépendent pas de p, q, r. 

Faisons, pour abréger, 
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uégligeons de plus, dans les premiers membres, les différences de À, B, C, on aura alors 

dT d'T d'T 
pal AP; ne = Ar, 

et nos équations deviendront 

7. dE 

dt 3[(C—Bpr£ +(A— C}hsE"+(B— A)apé”] RER ee RS ne. 
dt r 

Ad “A de | 
dt 3[(C— Bjuva’+ (A — Cyan” + (B—A)apx] 
pe Re RE HORS Pie UPS 

ct ri 

Ad dN 

" dt 3[(C— Burt '+{A— C)hr6"+(B—A)inc”| 
= 0. 

Faisant encore À — B, on aura 

dL 
AG es 

- : C — A 4 oh 

dd. Rio Aie Les 
Z}vy = 0, 

M 
TE 4 E(C— A (reg r = o, 

Ad | 
TH _ (C msn A) (7

x MS Et) ne 

0 8 © + 0 + ee ee + 

FIN DU TOME DEUXIÈME ET DERNIER. 
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OUVRAGES SÉPARÉS. 

Lettre du 23 juin 1754, adressée à Jules-Charies Fagnano, contenant une série pour les différentielles et les 

intégrales d’un ordre quelconque, correspondante à celle de Newton, pour les puissances (imprimée & 
Turin). | 

Additions à l’Algèbre d'Euler. 

Mécanique analytique; 1'® édition en 1788; 2° édition, [°° volume, en 1811; 1° volume, en 1815; 3° édition. 

Ier volume, en 1853; Ile volume, en 1855. 

Théorie des Fonctions analytiques; 1"° édition en l'an V (1797); 2° édition en 1813; 3° édition en 1847. 

Résolution des Équations numériques; 1°° édition en l'an VI (1798); 2° édition en 1808; 3° édition en 1896. 

Lecons sur le Calcul des Fonctions. La première édition fait partie de la deuxième édition des Séances de 

l’École Normale, en 1801; cet Ouvrage a été imprüné dans le XXE cahier du Journal de l’École Polytech- 

nique , en l’an XII (1804). En 1806, l’Auteur en a donné à part une édition in-8, contenant deux Lecons 

nouvelles, qui ont été insérées dans le XAV° cahier du Journal de l’École Polytechnique, en 1808. | 

RECUEILS DE L'ACADÉMIE DE TURIN. 

MISCELLANEA TAURINENSIA. 

Tome [. 

Recherches sur la méthode de maximis et minimis. 

Sur l'intégration d’une Équation différentielle à différences finies, qui contient la Théorie des Suites récur- 

rentes. 

Recherches sur la propagation du Son. 

TouE If. 

Nouvelles Recherches sur la propagation du Son. 

Essai sur une nouvelle Méthode pour déterminer les z14axima et minima des formules intégrales indéf 

Application de cette Méthode à la solution de différents Problèmes de Dynamique. 

3 

inies. 

Tome I. 

Sur différents Problèmes de Calcul intégral (avec des Applications à l'Hydrodynamique, à la Dynamique , 

à PAstronomie physique). | | 

(*) Communiquée par M. Lacroix. — (On a ajouté plusieurs articles, les uns imprimés postérieurement à la mort 

de Lagrange, les autres oubliés par M. Lacroix). (3. Bertrand.) 
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Tome IV. 
Solution d'un Problème d’Arithmétique. 

Sur l'intégration de quelques Équations différentielles où les indéterminées sont séparées, mais dont chaque 

. membre en particulier n’est point intégrable. D 

Sur la Méthode des Variations. 

Sur le Mouvement d’un corps attiré vers deux centres fixes, premier et deuxième’ Mémoires. 

ToME V. 
Sur la figure des Colonnes. 

Sur Putilité de la Méthode de prendre un milieu entre les observations. 

MÉMOIRES DE L'ACADÉMIE DE TURIN. 

| ANNÉE 1784-85, 1°° PARTIE, 
Sur la percussion des Fluides. 

2€ PARTIÉ. 

Nouvelle Méthode de Calcul intégral, pour les différentielles affectées d’un radical carré sous lequel La va- 

riable ne passe pas le 4° degré. | 

MÉMOIRES DE L'ACADÉMIE DE BERLIN. 

| Tone XXI, ANNÉE 1765. 
Sur les courbes tautochrones. 

Tour XXII, ANNÉE 1766. 

Sur le passage de Vénus, du 3 juin 1769 (ou sur les Parallaxes). 

Toue XXIIT, ANNÉE 1767. 

Sur la solution des Problèmes indéterminés du second degré. 

Sur la résolution des Équations numériques. 

Tome XXIV, ANNÉE 1768. 

Additions au Mémoire sur la résolution des Équations numériques. 

Nouvelle Méthode pour résoudre les Problèmes indéterminés, en nombres entiers. 

Nouvelle Méthode pour résoudre les équations littérales, par le moven des séries. 

- Tous XXV, ANNÉE 1760. 
Sur la force des Ressorts pliés. 

Sur le Problème de Képler. 

Sur l'Élimination. 

NOUVEAUX MÉMOIRES DE L'ACADÉMIE DE BERLIN. 

| | ANNÉE 1770, 
Nouvelles réflexions Sur les Tautochrones. 

Démonstration d’un Théorème d’Arithmétique. 

Réflexions sur la résolution algébrique des Équations, 

ANNÉE 1771. 

Démonstration d’ün Théorème nouveau concernant les Nombres premiers. 

Suite des réflexions sur la résolution algébrique des Équations. 
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ANNÉE 1772. 

Sur une nouvelle espèce de Calcul relatif à la Différentiation et à l'intégration. 

Sur la forme des Racines imaginaires des Équations. 
Sur les Réfractions astronomiques. 

Sur l'intégration des Équations aux différences partielles du premier ordre. 

ANNÉE 1773. 

Nouvelle solution du Problème du Mouvement de rotation d’un Corps. 

Sur l'attraction des Sphéroïdes elliptiques. 

Solutions analytiques de quelques Problèmes sur les Pyramides triangulaires. 

Recherches d’Arithmétique. | 
ANNÉE 1774. 

Sur les Intégrales particulières des équations différentielles. 

Sur le mouvement des Nœuds des orbites des Planètes. 

ANNÉE 1775. 

Recherches sur les Suites récurrentes dont les termes varient de plusieurs manières différentes, ou sur les 

Équations linéaires aux différences finies partielles, et sur l’usage de ces Équations dans la théorie des 
hasards. 

Additions au Mémoire sur l'attraction des Sphéroïdes elliptiques. 

Suite des Recherches d’Arithmétique imprimées dans le volume de 1773. 

ANNÉE 1776. 

Sur l’altération des moyens mouvements des Planètes. 

Solution de quelques Problèmes d’Astronomie sphérique, par le moyen des séries. 

Sur l'usage des Fractions continues dans le Calcul intégral. 

ANNÉE 1777. 

Recherches sur la détermination du nombre des Racines imaginaires dans les équations littéraies. 

Sur quelques Problèmes de l’Analyse de Diophante. 

Remarques générales sur le Mouvement de plusieurs Corps qui s’attirent. 

Réflexions sur l’Échappement. 
ANNÉE 1778. 

Sur le Problème de la détermination des orbites des Comètes, premier Mémoire. 

— Second Mémoire. 

Sur la théorie des Lunettes. 

Sur une manière particulière d'exprimer le temps dans les Sections coniques décrites par des forces inver- 

sement proportionnelles au carré des distances. 

ANNÉE 1770. 

Sur différentes questions d'Analyse relatives à la théorie des Intégrales particulières. 

Sur la construction des Cartes géographiques, premier Mémoire. 

— Second Mémoire. 

ANNÉE 1780. 

Théorie de la libration de la Lune. 

Méc. anal, II. 49 
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ANNÉE 1781. 

Sur la théorie des Mouvements des Fluides (*). 

Théorie des variations séculaires des éléments des orbites des Planêtes, 1re Partie. 

ANNÉE 1782, 

Théorie des variations séculaires, etc., 2° Partie (**). 

ANNÉE 1783. 

Théorie des variations périodiques des Mouvements des Planètes, ire Partie. 

Sur les variations séculaires des Mouvements moyens des Planètes. 

Sur la manière de rectifier les méthodes ordinaires d’approximation pour l'intégration des équations du 

Mouvement des Planètes. 

Sur une Méthode particulière d'approximation et d’interpolation. 

Sur une nouvelle propriété du Centre de Gravité. 

Sur le Problème de la détermination des Orbites des Comètes, troisième Mémoire. 

ANNÉE 1784. 

Théorie des variations périodiques du Mouvement des Planètes, 2€ Partie. 

ANNÉE 1785. 

Méthode générale pour intégrer les équations aux différences partielles du premier ordre, lorsque ces dif- 

férences ne sont que linéaires. 

ANNÉE 1786. 

Théorie géométrique du Mouvement des Aphélies, pour servir d'Addition aux Principes de Newton. 

Sur la manière de rectifier deux endroits des Principes de Newton, relatifs à la Propagation du Son et au 

Mouvement des Ondes. 
ANNÉE 1787. 

(M. Lagrange présente à l’Académie de Berlin Ya Détermination des Variations séculaires et périodiques 

des éléments d’'Herschel, par M. Duval-le-Roï.) 

ANNÉE 1792 - 93. 

Sur une question concernant les Annuités. | 

Recherches sur plusieurs points d'Analyse, relatifs à différents endroits des Mémoires précédents : 

1°, Sur l'expression du terme général des Séries récurrentes ; 

2°, Sur l'attraction des Sphéroïdes elliptiques; 

3°, Sur la Méthode d'interpolation ; 

4°. Sur l’Équation séculaire de la Lune. 

(M. Lagrange présente une Addition de M. Duval-le-Roi à son Mémoire sur les Variations des éléments 

d'Herschel.) 
ANNÉE 1803. 

Sur une loi générale de l’Optique. 

ee eo 22 gg LU 

(*) On trouve dans l'Histoire de cette année, page 17, un Rapport de Lagrange sur une Quadrature du Cercle. 

(*+k) Rapport sur un moyen proposé pour connaître la figure de la Terre ( Histoire, page 35). 
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ANNÉE 1772, ITe PARTIE. 

Recherches sur la manière de former des Tables des Planètes d’après les observations. (Ce Mémoire roule 
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ANNÉE 1774. 

Recherches sur les Équations séculaires du Mouvement des Nœuds et des inclinaisons des Orbites des Pla- 

nètes. 

PRIX. 

Tome IX. 

Recherches sur la libration de la Lune, année 1764. (C’est dà que M. Lagrange a employé pour la premiére 

Jois le principe des Vitesses virtuelles.) 

Recherches sur les inégalités des Satellites de Jupiter, année 1766. 

Essai d’une nouvelle Méthode pour résoudre le Problème des trois corps, année 1772. 

SAVANTS ÉTRANGERS. 

Tome VII. 

Sur l’Équation sécu'aire de la Lune. 
| ToME X. 

Recherches sur le dérangement d’une Comète qui passe près d’une Planète. 

INSTITUT DE FRANCE, 

MÉMOIRES DE LA PREMIÈRE CLASSE. 

ANNÉE 1808. 

Sur la Théorie des variations des éléments des Planètes, et en particulier des variations du grand axe de 

leurs Orbites. 

Sur la Théorie générale des variations des Constantes arbitraires dans tous les Problèmes de la Mécanique. 

Supplément au Mémoire précédent. 

| ANNÉE 1809. 

Second Mémoire sur la Théorie de la variation des Constantes arbitraires dans les Problèmes de Mécanique. 

49. 
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ANNÉE 1706. 

Compas de réduction pour la distance de la Lune aux étoiles. 
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Remarque sur la Méthode des Projections dans le calcul des Éclipses de Soleil ou d'étoiles (Mémoire qui 
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Nouvelle Méthode pour déterminer l'orbite des Comètes d’après les observations. (Ce Mémoire avait déja 

paru, en allemand, dans les Éphémérides de Berlin pour 1783.) 
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Application de la Méthode précédente par Schulz. 

ANNÉE 1786. 

Variations annuelles des éléments des Planètes. 

ANNÉE 1789. 

Formules pour déterminer l'orbite d’une Comète ou d’une Planète au moyen de trois observations rap- 

prochées. 

Essai d’Arithmétique politique, émprimé dans une Collection de divers Ouvrages d’Arithmétique politique. 

par Lavoisier, Lagrange et autres, publiée en l’an IF (1795-96) par M. Ræœderer. 

NW. B. M: Carnot, étant Ministre de l'Intérieur, a fait acquérir au Gouvernement les Manuscrits qu’a 

laissés Lagrange: et, sur son invitation, la Classe des Sciences Mathématiques et Physiques de l’Institut à 

nommé une Commission pour faire le choix de ceux qui se trouvent en état d’être imprimés. Cette Com- 

mission, composée de Legendre, Prony, Poisson et Lacroix, n’a cru devoir faire imprimer aucun des ma- 

nuscrits laissés par Lagrange; le tout a été classé et réuni en seize volumes. 

Rapport de M. Lacroix sur les manuscrits laissés par Lagrange. (Extrait du procès-verbal de 

la séance du lundi 3 novembre 1817.) 

€ Au nom d’une Commission, M. Lacroix lit le Rapport suivant sur les manuscrits laissés par M. Lagrange. 

Il propose de classer ces papiers, de les faire relier en volumes qui seront déposés à la Bibliothèque pour 

être consultés par les savants. La proposition est adoptée. 

« Le Gouvernement, sur la proposition du Ministre de l'Intérieur, acquit les papiers laissés par M. Lagrange 

pour les transmettre à cette Classe, qui nous a chargés de les examiner, de les mettre en ordre, et de faire 

choix de ceux qui seraient en état d’être livrés à l'impression. Dans sa première séance, tenue le 5 juin 

1815, la Commission arrêta que le chef du secrétariat relèverait les titres de tous ces papiers, qu'il en for- 

merait une liste, que les pages en seraient comptées, et qu’ils seraient paraphés par tous les Membres, ce qui 

fut exécuté dans les séances suivantes, où l’on eut soin de prendre les précautions nécessaires pour assurer 

la conservation de ces papiers. Il a été décidé ensuite que tous seraient successivement examinés par cha- 

un des Membres, et, pour procéder à cette revue, ils se partageaient à chaque séance un certain nombre 
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